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Предисловие к циклу учебников 
по высшей математике 

Вашему впимапию предлагается цикл книг по разделам высшей 
математики (математический анализ, обыкновенные дифферен- 
циальные уравнения, теория функций комплексной переменной), 
составленных на основе курсов лекций, читасмых автором в Санкт- 
Петербургском государственном политехническом университете. 

Основанием для написания цикла послужило желание дать доста- 
точное по строгости, глубине и доходчивости изложение основ выс- 
шей математики. 

Возникшая еще в древности из практических потребностей мате- 
матика выросла к настоящему времени в громадную систему развет- 
вленных дисциплин. Как и другие науки, она отражает законы матери- 
альной действительности и служит важным инструментом познания 
природы. Одной из характерных особенностей математики является 
исключительная широта ее применения. 

Во-первых, мы постоянно — на производстве, в быту, в обществен- 
ной жизни — пользуемся наиболее распространенными понятиями 
и выводами математики, вовсе не задумываясь об этом. Так, мы при- 
меняем арифметику, считая дни или расходы, а подсчитывая площадь 
квартиры, используем формулы геометрии. Формулы эти, конечно, 
очень простые, но следует знать, что когда-то в древности они были 
одпим из высших достижений зарождавшейся тогда математики. 

Во-вторых, вся совремеппая техника была бы певозможпа без 
математики, так как без расчетов He обходится ни одпо техпическое 
усовершенствовапие. Накопец, почти все пауки в той или ипой сте- 
пепи пользуются математикой. Точпые науки — мехапика, астропо- 
мия, физика, а также в большой мере и химия — обычно выражают 
свои закопы формулами и развивают свои теории, широко используя 
математический аппарат. Без математики прогресс этих наук был бы 
просто невозможен. 

Приведем несколько примеров особенно блестящих применений 
математики в точных науках и техникс. Одна из самых далеких планет 
солнечной системы — Нептун была открыта в 1846 г. на основании 
математических расчетов. Анализируя “неправильности” в движении 
планеты Уран, астрономы Д. Адамс и У. Леверье пришли к выводу, 
что они вызваны притяжением другой планеты. Леверье на основа-



нии законов механики и закона тяготения вычислил, где эта планета 
должна находиться, и наблюдатель, которому он об этом сообщил, 
увидел ее в телескоп там, где указал Леверье. Это открытие было 
триумфом не только механики и астрономии, но также и математи- 
ческого расчета. 

Другой, не менее убедительный пример — открытие электромаг- 
нитных волн. Английский физик Дж. Максвелл, обобщая установлен- 
ные опытами законы электромагнитных явлений, выразил эти законы 
в виде уравнений. Из уравнений он чисто математически вывел, что 
могут существовать электромагнитные волны и что они должны рас- 
пространяться со скоростью света. Опираясь на это, он предложил 
электромагнитную теорию света, которая затем была всесторонне раз- 
вита и обоснована. 

Но кроме того, вывод Максвелла подтолкнул ученых на пои- 
ски электромагиитных воли чисто электрического происхождения, 
папример испускаемых при колебательном разряде. Такие волпы, дей- 
ствительто, были открыты Г. Р. Герцем. А вскоре А. С. Попов нашел 
средства возбуждепия, передачи и приема электромагнитпых колеба- 
пий, вывел их в область широких примепепий и положил тем самым 
пачало всей радиотехнике. Таким образом, в открытии радио, став- 
шего общим достоянием, большую роль сыграли также результаты 
чисто математического вывода. 

Так от наблюдений наука идет к обобщению, к теории явлений, 
к формулировке законов и их математическому выражению. Из этих 
законов рождаются новые выводы, и, наконец, теория воплоща- 
ется в практике, которая в свою очередь дает теории новые мощные 
импульсы к развитию. 

Замечательно еще и то, что часто даже самые абстрактные построе- 
ния математики, возникшие внутри нее самой, уже без непосредствен- 
ного влияния со стороны естествознания или техники находят тем 
не менее плодотворные применения. Например, понятие о мнимых 
числах появилось в алгебре, и долго их реальный смысл оставался 
непонятным, на что указывает само их название. Однако после того, 
как им было дано геометрическое толкование, мнимые числа вполне 
укрепились в математике, и возникла обширная теория функций ком- 
плексной переменной. Эта теория, так сказать, “мнимых” функций 
от “мнимых” переменных оказалась вовсе не мнимым, а очень реаль- 
ным средством решения вопросов техники. Так, основная теорема 
Н. Е. Жуковского о подъемной силе крыла самолета доказывается 
как раз средствами этой теории. Та же теория оказывается полезной 
при решении задач, папример о просачивапии воды под плотипами — 
задач, зпачепие которых очевидно в период строительства круппых 
электростаиций. 

В настоящее время благодаря появлению быстродействующих 
вычислительных машии произошел большой качественпый скачок



в использовании математических методов, которые стали приме- 
няться не только в тех областях, где математика использовалась уже 
давно, но и в тех областях человеческих знаний, где либо математика 
еще совсем недавно применялась мало, либо ее применение даже 
не представлялось возможным (медицина, экономика, лингвистика, 
социология И Т.П.). 

Современный научный работник или инженер должен хорошо вла- 
деть математическими методами исследования, которые могут приме- 
няться в сфере его деятельности. Для того чтобы иметь возможность 
применять математические методы при изучении того или иного 
вопроса, нужно прежде всего уметь правильно использовать матема- 
тический аппарат, знать границы допустимого использования рассма- 
триваемой математической модели. 

Свободное владение математическими методами накапливается 
и развивается в процессе систематических запятий, в результате дли- 
тельпой и пастойчивой работы. Кто последовательно овладевает мате- 
матическим аппаратом, приобретает твердое и точное знапие матема- 
тических фактов, тот легко и просто двигается дальше, приобретает 
увереппость в способности и умении справиться с встречающейся ему 
задачей, и математика делается послушпым ипструментом в его руках. 

Большая польза от изучения математики состоит еще и в том, что 
оно (изучение) совершенствует общую культуру мышления, дисци- 
плинирует человска, приучает логически рассуждать, воспитывает 
точность и обстоятельность аргументации. 

Математика учит не загромождать исследование ненужными под- 
робностями, не влияющими на сущность дела, и наоборот, не прене- 
брегать тем, что имест принципиальное значение для существа изуча- 
емого процесса. 

Овладеть в достаточной мере математическим методом, математи- 
ческой культурой мышления — далеко не простая задача. Но для того, 
кто сумеет этого достичь, труд не пропадет зря. Для него откроются 
новые перспективы человеческой деятельности, качественно новые 
возможности творчества и познания мира. 

Помочь в этом и призван предлагаемый цикл учебников. 
Автор посчитал полезным сделать изложение вопросов теории 

очень подробным и сопроводить его большим числом разобранных 
примеров и задач. Он исходил из убеждения, что такое построение 
курса поможет студентам быстрее овладеть практическими рецептами 
решения тех или иных задач, а также понять глубокие общие идеи, 
из которых эти рецепты возникают. 

Помимо книг, содержащихся в списках литературы, указанных 
в учебпиках, для их написапия автором использовапы материалы лек- 
ций, которые ему посчастливилось слушать в Ленипиградском (пыне 
Санкт-Петербургском) государствеином упиверситете.
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Предисловие 

Цикл книг по разделам высшей математики открывается учебни- 
ком по математическому апализу. Весь курс математического апализа 
разделен Ha две части, каждая из которых выходит в двух томах. 

Данная книга представляет собой первый том четырехтомника 
“Математический анализ”. 

Учебник адресован студентам первых курсов высших техниче- 
ских учебных заведений, обучающимся по направлениям и профи- 
лям технических специальностей высшего образования (ВО), раздел 
“Математический и естественпопаучпый цикл” для которых содер- 
жит согласпо ФГОС ВО курс “Математический анализ” или “Выс- 
шая математика”. Он может быть использован и для самостоятельной 
подготовки и повышения квалификации по базовой части этих дис- 
циплин. Для успешного овладения материалом обучающиеся должны 
хорошо знать школьный курс математики и владеть навыками логи- 
ческого и алгоритмического мышления, а также математическими 
методами решения задач согласно требовапиям стапдартов средиего 
образовапия. 

В первом томе учебника изложен теоретический материал по темам 
“Теория вещественных чисел”, “Границы числовых множеств”, “Предел 

числовой последовательности”, “Понятие функции одной переменной. 

Предельное значение функции. Непрерывность”, “Свойства непрерыв- 
ных функций”, “Понятие равномерной непрерывности функции. Тео- 
рема Каптора”, “Производная и дифферепциал фупкции”, “Осповные 
теоремы дифференциального исчисления”, “Теория экстремальных 
значений функции”, “Построение графика функции по характерным 
точкам”. 

Разобрано большое количество примеров и задач, разъясняющих 
основные идси, понятия, теоретические факты и их практическое при- 
менение. Все высказанные теоремы (трудные и простые), как правило, 
доказываются. Это является следствием убеждеппости автора в том, 
что распространенная тенденция устранять трудности в учебниках 
и изустных курсах за счет строгости и глубины, за счет подмены дока- 
зательств некоторыми их подобиями — вредная тенденция, поскольку 
фиктивные “доказательства” смазывают трудности и лишают обуче- 
ние одной из важнейших его сторон — формированию у студентов 
одной из наиболее ценных компетенций — навыков к логически пра- 
вильгому мышленпиг.



Математическим анализом называют раздел, посвященный изуче- 
нию функций. Так как функция есть отвлеченный образ зависимо- 
сти одной величины от другой, то можно сказать, что анализ имеет 
своим предметом зависимости между переменными величинами 
вообще, в отвлечении от их содержания. Такое отвлечение обеспечи- 
вает широту применений анализа, так как в одной формуле, в одной 
теореме он охватывает бесконечное число возможных конкретных 
случаев. 

Решающим шагом в математике переменных величин было соз- 
дание И. Ньютоном и Г. В. Лейбницем во второй половине XVII в. 
дифференциального и интегрального исчисления. Дифференциальное 
исчисление в своей основе есть метод нахождения скорости движения 
в любой данный момент времени, когда известна зависимость пути 
от времени. 

Интегральное исчисление в своей оспове есть метод нахождения 
пройдеппиого пути, когда известпа зависимость скорости движепия 
от времепи. Эта задача, очевидно, — обратная к задаче дифферепци- 
альгого исчислепия. 

Стоит отвлечься от мехапической формулировки задач диффе- 
репциального и иптегральтого исчислепия и говорить о фупкциях 
вообще, а не о зависимости пути или скорости от времени, как мы 
получим общее понятие о задачах дифференциального и интеграль- 
ного исчисления в их чистом виде. 

В основе дифференциального и интегрального исчисления, как 
и всего анализа в его дальнейшем развитии, помимо понятий пере- 
менной и функции лежит также сложившееся позже понятие предсла, 
ибо способы фактического вычисления скорости по закону измене- 
ния пути (дифференцирование) и пути по скорости (интегрирование) 
основаны на применении алгебры в соединении с понятием предела. 
Перечисленные понятия определяют содержание компетенций, зна- 
ний и умений, формируемых при изучении материала. 

Согласно последним требованиям ФГОС ВО в результате изуче- 
ния дисциплины “Математический анализ” обучающиеся должны: 

знать 
— основные понятия и методы математического анализа; 
— положения и теоретические основы дифференциального и инте- 

грального исчисления; 
— методы решения прикладных задач, базирующиеся на отыска- 

нии наибольших или наименьших значений функций, вычислении 
интегралов и пределов, сравнении бесконечно малых и бесконечно 
больших величии, исследовапии фуикций и построепии графиков 
ит.п.; 

уметь 
— использовать получепные знапия о математических попятиях, 

методах и моделях в практической деятельности при вычислепии 
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пределов, производных и дифференциалов, интегралов и иных харак- 

теристик, встречающихся в курсах естественнонаучных, общепрофес- 

сиональных и специальных дисциплин; 

— применять теоретические знания для математического исследо- 

вания реальных малых и бесконечно больших величин, исследования 
функций и построения графиков, а также анализа и интерпретации 
полученных результатов в прикладных задачах; 

— самостоятельно формулировать, обосновывать и строго логиче- 

ски и математически доказывать утверждения из области теории пре- 

делов и непрерывности функций, дифференциального и интеграль- 

ного исчисления функций одной вещественной переменной; 

— выбирать необходимые математические методы для практиче- 

ского решения уравнений, задач оптимизации, оценки погрешности 

и др.; 

владеть 
— навыками разрешения проблем, возникающих в ходе математи- 

ческого моделировапия реальных процессов и явлений методами диф- 

ференциального и интегрального исчисления функций одной веще- 

ственной переменной; 

— навыками работы с учебной и научной математической литера- 

турой для поиска необходимой информации по вопросам вычисления 

пределов, производных, дифференциалов, неопределенных и опреде- 

ленных интегралов; 

— современными технологиями математического анализа и инфор- 

мационной поддержки решения задач теории функций одной веще- 
ственной переменной. 

На основе полученных знаний у обучающихся формируются сле- 

дующие общекультурные и профессиональные компетенции: 

— способность использовать основные законы и методы дифферен- 
циального и интегрального исчисления в профессиональной деятель- 

ности, применять методы математического анализа и моделирования 

функций одной переменной в теоретических и экспериментальных 

исследованиях; 

— умение выявить математическую сущность проблем, возникаю- 

щих в ходе профессиональной деятельности, привлечь для их реше- 

ния физико-математический аппарат исчисления бесконечно малых 

и бесконечно больших величин, графическое представление на базе 

исследования монотонности и выпуклости функций, отыскания экс- 

тремумов; 

— способность разрабатывать математические модели объектов 

профессиональной деятельности с привлечением диффереинцирова- 

ния и интегрирования функций, а также определять характеристики 

реальных объектов по разработанным моделям.



Глава 1 

НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ 
ИЗ ТЕОРИИ ВЕЩЕСТВЕННЫХ ЧИСЕЛ 

$ 1. Система В 

Напомним, что рациональным числом называется число, пред- 

ставимое в виде отношения Р, re pu а— целые числаи а #0. 
9 

3. 2 Например, =; --=, ример 7’ 5 

Заметим, что одно и то же рациональное число может быть 
представлено в виде отношения различных целых чисел. Напри- 

мер, 5 = 2 = = .... Мы для удобства будем предполагать дробь с 

несократимой. 

Множество всех рациональных чисел будем обозначать буквой 

К и называть системой В. 

Перечислим свойства системы К. 

1. Упорядоченность. Если аи 6 — два рациональных числа, TO 
обязательно имеет место одно и только одно из трех соотноше- 
ний; а< b,a=b,a> b. 

При этом соотношения “<”, “=”, и “>” транзитивны (перенос- 

ны). Именно, пусть a,b,c € В .Тогда: 

еслиа< риф < с, тоа< с; 
еслиа=ьрир= с, тта=с; 

еслиа> рир> с, тоа> с. 
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2. Плотность. Еслиаи 6 — два неравных рациональных числа, 
то между аи 6 обязательно найдется хотя бы одно рациональное 

a+b 
число. Например, с = ——. 

2 

Но тогда между числами а и си между числами си В также 
найдутся обязательно хотя бы по одному рациональному числу 

ит. д. Таким образом, мы приходим к выводу, что между двумя 
неравными рациональными числами аи 6 имеется бесконечное 
множество рациональных чисел. Отсюда следствия: 

1) нельзя указать двух соседних рациональных чисел; 
2) нельзя указать самое маленькое положительное рациональ- 

ное число (между нулем и любым положительным рациональным 
числом есть другие положительные рациональные числа). 

3. Неограниченность. В системе В нет ни наибольшего, ни наи- 

меньшего числа. Более того, для всякого ГЕ В найдутся числа т и 
п (даже целые) такие, что будет т <r <n. 

$2. Сечения системы R 

2 
Пример 1. Возьмем число п и разобьем систему R на два класса A 

2 
и В, отнеся к классу А само число 7] И Все рациональные числа, мень- 

2 2 
шие, чем п’ акклассу В — все рациональные числа, большие, чем т 

Ясно, что оба класса Ли В не пусты; каждое рациональное 

число г попало либо BA, либо в В; если ae А, be В, тоа<ьЬ, т.е. 
всякое число из А меньше всякого числа из В. Ясно, далее, что 

2,2 
в классе A имеется наибольшее число. Это п (7 = max А). В клас- 

се Внет наименьшего числа (min В не существует по свойству 2). 

Пример 2. Отнесем к классу A все рациональные числа, мень- 

2 2 
шие, чем пак классу В — само число 7, И Bce рациональные 

2 
числа, большие, чем т Отметим, что и при таком разбиении си- 

стемы на два класса A и В будем иметь: оба класса Аи Вне пусты; 
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каждое рациональное число г попало либо в A, либо в В. Только 

в этом примере пит В существует (min В = =), а тах А суще- 

ствовать не будет (по свойству 2). 
Лемма. Если 71 — целое число и если т? — число четное, то и 

само число m также четное. 

» Рассуждаем от противного. Допустим, что т — нечетное чис- 

ло, т.е. m= 2n+1, где п — целое число. Но тогда т? = 4? +4п+1 — 
число нечетное, что противоречит условию. «$ 

Теорема. В системе В нет числа, квадрат которого равен 2. 

> Рассуждаем от противного. Допустим, что в системе В суще- 
ствует число г такое, что г? = 2. Запишем это число г в форме 

2 

несократимой дроби: г = L (pH g—uenble, g #0). Тогда 2. =2 => 
Ч q 

=> р? = 247. Значит, р?, а с ним по лемме и само р — число четное. 

Следовательно, число 4 — нечетное (*) (ибо дробь 7 — несокра- 

тимая). С другой стороны, раз р — число четное, TO p = 2m, где т — 

целое число. А тогда равенство р? = 24? принимает вид: 4т? = 29? => 

= g* =2m’. Значит, g’, а сним по лемме и само число g — четное, 
что противоречит (*). Полученное противоречие доказывает спра- 
ведливость утверждения теоремы. q 

Пример 3. Разобьем систему В на два класса Аи В, отнеся 
в класс A все отрицательные рациональные числа, число 0, а также 
те положительные рациональные числа а, квадрат которых мень- 

ше 2 (т.е. а? <2). В класс В поместим все те положительные раци- 

ональные числа 6, квадрат которых больше 2 (т.е. 6? > 2). Напри- 

7 3 8 
мер, -ЗЕ A; -7Е A; VE A; хе Я; 5е В; се В; 2Е В. Ясно, что 

оба класса Аи Вне пусты и что каждое рациональное число попа- 
ло либо в A, либо в В. Покажем, что всякое число из класса A 
меньше всякого числа из класса В. Действительно, пусть число а — 

любое из класса A, а $ — любое число из класса В. 

Если а < 0, то все ясно. Пусть а > 0. Но тогда а? <2. Так как 

b* > 2, то имеем 6? —-а? >0 <> (b-—a)(b +a) >0. Откуда, сокращая 
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на положительное число р +а , получаем в-а>0 и, следователь- 
но, р>а. 

Покажем, что в классе A нет наибольшего числа, т. е. что тах A 

не существует. 

Рассуждаем от противного. Допустим, что в A имеется число а, 

такое, что а, = тах A. Ясно, что a, > 0 и а? <2, ибо а, е А. Введем 

в рассмотрение число: 

а. +1 2a. +1 (1) 
2-а: 

Так как а, — рациональное число, то число (1) — рациональ- 

ное. У нас a2 < 2. Следовательно, число (1) — положительное. По 

свойству неограниченности системы В обязательно найдется це- 
лое число п такое, что будет 

2а, +1 

2-a? 

Так как число (1) положительное, TO и подавно n> OQ (значит, 

n>1). Из (2) находим: 2-а2 > 24, +1 => ран. Следо- 
n 

n> (2) 

2 
2 2a, | l 

вательно, и подавно 2 > ay + — + — > ИЛИ 2>|а,+- |. Из послед- 
n n n 

] 
него неравенства заключаем, что число а.+-Е A. Так как 

n 

| 
а, +— > а, , то приходим к выводу, что а, неесть тах A. Показано, 

n 

таким образом, что в классе A нет наибольшего числа, т. е. что тах A 

не существует. 
Покажем теперь, что в классе В нет наименьшего числа, т. е. что 

min В не существует. 
И здесь рассуждаем от противного. Допустим, что в В имеется 

число 6, такое, что 6, = minB. Ясно, что 5, >0 u 62 >2. Введем 

в рассмотрение число 

26, 

b2 -2 
(3) 
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Так как 6, — рациональное число, то число (3) — рациональ- 

ное. У нас 62 > 2. Следовательно, число (3) — положительное. По 

свойству неограниченности системы В обязательно найдется це- 

лое число п такое, что будет 

2b 
п. (4) 

b? —2 

Отметим, что п> 0, ибо число (3) — положительное. (Значит, 

п>1.) Из неравенства (4) находим: 62-2 5 = b2- - >2. 
n 

2 26, ] 1 2 
Следовательно, и подавно 5; -——+—>2 или [2 -" > 2. Уста- 

п п n 

| . 26, 
новим, что 6, - > 0. Действительно, имеем (см. (4)): п > >. Но 

2 
26, > 2b, — 2 Значит, и подавно 2 > a а, следовательно, тем бо- 

b2 — 2 be b, * 

2 
nee n> 59 > = 6-7 >0-Таккак 6 „0 н [в >2, 

b n n n n 

] | 
то заключаем, что р, -—-е В. Ho В, --<6,. Поэтому приходим к 

n n 

выводу, что 6, He ecTb min B. Показано, таким образом, что в классе 

В нет наименьшего числа, т. е. что тт В не существует. 
Определение. Сечением системы R называется такое разбиение 

В на два класса A u В, чтобы: 
|) оба эти класса были не пустыми, 
2) всякое рациональное число попадало либо в A, либо в В, 
3) каждое число класса А было меньше каждого числа класса В. 

А| В — обозначение сечения. А называется нижним или ле- 

вым классом сечения. В называется верхним или правым классом 
сечения. 

Формально мыслимы следующие типы сечений системы В. 

№ тах A min В 

1-H ТИП существ. | не существ. 

2-й тип | не существ. | существ. 

3-йтип | не существ. | не существ. 
A thin Z 7; существ. COMMECTBZ GG 

745 LES ce существ, CCT: 
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Однако сечений типа 4 не бывает. Действительно, если бы А| В 

было таким сечением, то одновременно существовали бы числа 

а.ЕЛире В такие, что a, = тах / и b, =тт В. Tak Kak а, +Е A, 

а ЕВ, то по определению сечения системы В должно быть: 

а, <6,. По свойству плотности системы В между числами а, и OB, 

содержится бесконечное множество рациональных чисел, каждое 

из которых не попадало бы ни в класс A, ни в класс В, что невоз- 

можно по определению сечения системы К. Отметим, что у нас 

в примере | реализуется первый тип; в примере 2 — второй тип; 

в примере 3 — третий тип сечений системы В. 

Заменание. Сечения третьего типа системы К будем называть 

щелями системы В. 

§ 3. Система W 

Определение. Каждой щели А| В системы В соотносится не- 

который символ X, у, Z,..., который называется иррациональным чис- 

лом, определяемым этой щелью. 

Про это число условились считать, что оно больше всех рацио- 

нальных чисел из А и меньше всех рациональных чисел из В. Если 

иррациональное число Z определяется шелью А|В, то пишут 

z=A| В. (Щели системы В — суть иррациональные числа.) 

Множество всех рациональных и иррациональных чисел будем 

обозначать буквой W, а сами эти числа называть вещественными 

числами. 

Определение. Пусть x = А, | В, и у=А, | В, — два иррацио- 
нальных числа. 

1. Числа хи у называются равными, если совпадают нижние 

классы определяющих их сечений, т.е. если A, = A, (тогда сами 

собой совпадут и верхние классы, т.е. В, = B,). 

2. Если A, # A,,HO A, содержится в A, (A, с А, ), то говорят, 

что Х<у (или у>х). (Иначе: из двух иррациональных чисел боль- 

шим называется то число, у которого нижний класс обширней). 

Напомним, что при рассмотрении системы В мы исходили из 

того, что читателю известны (из курса элементарной математики) 

правила сравнения рациональных чисел, а также правила образо- 

вания суммы и произведения рациональных чисел и их свойства. 

Установим теперь свойства системы W. 
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1. Упорядоченность. Если x и y — два вещественных числа, то 
между ними обязательно имеет место одно и только одно из трех 

соотношений: Хх =у, х<у,х>у. 

» Возможны случаи: 

№ х y 

| рац. рац. 

2 рац. иррац. 

3 иррац. рац. 

4 иррац. иррац. 

В случае № 1 это свойство нам известно (см. 8 1). 

Рассмотрим случай № 2. В этом случае у определяется щелью 

A, | В, системы В (y= A, | В,) и каждое рациональное число 

попадает либо в A,, либов B,. В частности, это так и для рацио- 
нального числа x. Но если хе А,, то х<у,аесли хе В,, то х>у. 

Итак, из соотношений х < у их> у одно обязательно реализует- 

ся и друг друга они исключают. Равенства же х=у в случае №2 
быть не может. 

Случай №3 аналогичен случаю №2. Поэтому переходим 
к рассмотрению случая № 4, когда хи у— иррациональные числа. 

Пусть x определяется щелью A, | B,, ау— щелью A, | Ву сис- 

темы R (т.е. x = A, | B,, y= A, | В,). 
Если A, = A,, TO х = у ‚ асоотношения х < уих> у отпадают. 

Пусть A, # A,. (Тогда автоматически отпадает: х=у.) Это 

означает, что один из классов A,, A, содержит хотя бы одно рацио- 
нальное число, которого нет в другом. 

1) Пусть для определенности существует рациональное число 

гтакое, что ГЕ A, игЕ A,. Покажем, что тогда A, < A, . Для этого 

берем любое число а из класса A, (ae A,). У Hac гЕ A,, значит, 
ге В, . Так как ае А, ,аге В, ‚то а<г. Но ГЕ A,, следовательно, 

и подавно de А, (ибо иначе ae В, и было бы а> г, чего нет). 

Итак, из того, что de A, мы вывели, что ЦЕ A,, а это и означает, 

что A, < 4,. Так как A, # А, и A, < Ay, то получаем х <у (соот- 

ношение х>у отпадает). 

2) Если предположить для определенности, что существует ра- 

циональное число гтакое, что re A, и ГЕ A,, то совершенно ана- 

логичным образом можно показать, что A, < A, и, следовательно, 

х>у (а соотношение х <у отпадает). < 
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Теорема (0 транзитивности знака “<”). Если x, уи Z— три ве- 

щественных числаи х<у, а Y<Z, то обязательно будет х <<. 

Возможны случаи: 

№ х y < 
] рац. рац. рац. 

2 рац рац. иррац. 

3 рац. иррац. рац. 
4 иррац. рац. рац. 
5 рац. иррац. иррац. 

6 иррац. рац. иррац. 

7 иррац. иррац. рац. 

8 иррац. иррац. иррац. 

В случае № | утверждение теоремы справедливо (см. $ 1). Об- 
судим для примера случай № 8. 

Дано: 1) x, у, г — иррациональные числа, определяемые соот- 

ветственно щелями A,|B,, А,|В,, А, | В, системы В; 2) х<у 

(> A, #A, и А, CAL); у<: (> А, #А, ид, с A,). Доказать, 

что X<zZ (@ A, Аи A. CA,). 

> По условию A, < A, 4 A, Cc A,. Но тогда ясно, что A, < A,. 

По условию A, # A, и A, с А.. Это означает, что в A, имеется 

хотя бы один элемент, не входящий в A,, и тем более не входящий 

в А, (унас A, с A,). Последнее означает, что A, # A,. 

Итак, показано, что A, # A, u A, С A,. Значит, x<z. q 
В качестве упражнения предлагается самостоятельно рассмот- 

реть оставшиеся шесть случаев. 

2. Неограниченность. В системе W нет ни наибольшего, ни наи- 

меньшего числа. Более того, для всякого ге W найдутся числа ти 

п (даже целые) такие, что будет: т<з<п. 

p> Если ‹ — рациональное число, то это свойство нам известно 

(см. § 1). 

Пусть Z— иррациональное число, т.е. Z определяется щелью 

А; | В, системы К, где классы А, и B не пусты. Так как класс А, не 

пустой, то существует хотя бы одно рациональное число а такое, 

что de А, . По свойству неограниченности системы R обязательно 

найдется число т (даже целое) такое, что будет: т<а. 

Итак, т<а иа<<. Отсюда, по свойству транзитивности, по- 

лучаем m<Z. 
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Так как класс В не пустой, то существует хотя бы одно рацио- 

нальное число 6 такое, что be В, . Но тогда, по свойству неограни- 

ченности системы А, обязательно найдется число п (даже целое) 
такое, что будет: 6< п. 

Итак, г < риф < ли. Отсюда Zz < п. 
Таким образом, нашлись числа т и п (даже целые) такие, что: 

m<z<ndg 
3. Плотность. Если хи y — два неравных вещественных числа, 

то между ними обязательно найдется хотя бы одно вещественное 
(даже рациональное) число (а значит, и бесконечное множество 
вещественных чисел). 

> Пусть для определенности x < у. Возможны случаи: 

№ х y 

| рац рац 

2 рац иррац. 

3 иррац. рац. 

4 иррац. иррац. 

В случае № | это свойство нам известно (см. § 1). 

В случае № 2: у— иррациональное число, определяемое щелью 

А, | В, системы В. Так как x < у, то хе A, (х— рациональное 

число, по условию). Так как сечение A, | В, системы В есть щель, 

то в классе A, нет наибольшего рационального числа, а потому их 

не есть max A, и, следовательно, в A, обязательно найдется рацио- 

нальное число г такое, что будет г > x. Так как ГЕ A,, тог<у. 

Таким образом, получили: x < г< у, а это и требовалось доказать. 

Заметим, что случай № 3 обсуждается аналогично случаю № 2. 

Поэтому станем рассматривать случай № 4. 

В этом случае хи у— иррациональные числа, определяемые со- 

ответственно щелями А, | В, и 4, | В, системы В. У нас по усло- 
виюх < у. Это означает, что A, # A, и A, с A,. Но тогда обязатель- 

но найдется хотя бы одно рациональное число г такое, что будет: 

re Л, игЕ А... В сечении A, | В, число гне пустили BA; значит, г 

попало в B. Следовательно, x < г. У нас re А, , значит, r< у. 

Таким образом, получили: x < г< у, аэто и требовалось доказать. | 

Определение. Сечением системы W называется такое разбие- 
ние W на два класса Хи У, чтобы: 

1) оба эти класса были не пустыми; 
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2) всякое вещественное число попадало либо в Х, либо в Y; 

3) каждое число класса Хбыло меньше каждого числа класса У. 

Х| У — обозначение сечения системы W. 
4. Непрерывность системы W. 
В системе W нет щелей. 

Иначе: если Х| У есть некоторое сечение системы W, то обя- 

зательно существует одно из чисел: maxX или тт7, причем оба 
они одновременно существовать не могут. 

> Невозможность одновременного существования тахХ и тт? 
вытекает из свойства плотности системы W. Действительно, допус- 

тим, что существуют одновременно вещественные числа x, Е X 

и у. Е И такие, что x, = maxX, у, =тшт У .Таккак х, Е Хау, ЕТУ, 

то по определению сечения системы W должно быть: xX, < y,. По 

свойству плотности системы W между числами xX, и у, содер- 

жится бесконечное множество вещественных чисел, каждое из 

которых не попадает ни в класс Х, ни в класс 7, что невозможно по 

определению сечения системы W. К такому противоречию мы 

пришли, предположив, что тахХ и тт У существуют одновремен- 

но. Значит, тахХ и min Уодновременно существовать не могут. 

Пусть X| У — некоторое сечение системы У. 

Обозначим через А множество тех рациональных чисел, кото- 

рые содержатся в классе X, а через В — множество тех рациональ- 

ных чисел, которые содержатся в классе 7. Отметим, что каждое 

рациональное число попадет при этом либо в A, либо в В. 

Заметим, далее, что множества Аи Вне пусты. В самом деле, по 

определению сечения системы W, класс Х не пустой. Значит, име- 

ется хотя бы одно вещественное число х, такое, что ху е Х. А тогда, 

по свойству неограниченности системы W, обязательно найдется 

число т (даже целое) такое, что будет т < ху. Ясно, что me A и, 

следовательно, множество A не пустое. 

Совершенно аналогично устанавливается, что и множество В 
не пустое. 

Так как каждое вещественное число из класса Х меньше каж- 
дого вещественного числа из класса 7, то всякое рациональное 
число из A меньше всякого рационального числа из В. 

Видим, что полученное указанным выше способом разложе- 

ние системы В на Аи В является сечением А| В системы В. 

Отметим, что при этом обязательно реализуется одна и только 
одна из следующих трех возможностей: 
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1) существует maxA (если реализуется эта возможность, то обо- 
значаем maxA = у); 

2) существует minB (если реализуется эта возможность, то обо- 

значаем minB = у); 

3) А| В есть щель системы В, определяющая иррациональное 

число 7. 
Отметим, что в случаях 1) и 2) уесть рациональное число, a 

в случае 3) у— число иррациональное. 
Важно подчеркнуть, что в любом из этих трех случаев 7 есть 

вещественное число, обладающее следующим свойством: всякое 
рациональное число, меньшее чем у, попадает в класс А, а всякое 
рациональное число, большее чем у, попадает в класс В (о самом 
числе у мы ничего не говорим). Будучи числом вещественным, у 
попадает либо в класс Х, либо в класс Y. Пусть для определенности 

ye Х . Покажем, что тогда у = maxX. 
Предположим, что это не так, т. е. что у не есть тахХ. Но тогда 

существует вещественное число X, такое, что XE Х и х>у. По 

свойству плотности системы W существует рациональное число г 

такое, что X >r > y. Tak как всякое рациональное число, большее 

чем у, попадает в класс В, то должно быть: ге В, а значит, ГЕЙ. 

Но Х>г. Поэтому и подавно ХЕ Y ‚аэто невозможно, ибо ХЕХ. 

K этому противоречию мы пришли, предположив, что Y не есть 

maxX. Следовательно, у = maxX. Совершенно аналогично устанав- 

ливается, что если ye Y, то у = тшй. (Предлагается доказать это 

самостоятельно в качестве упражнения.) 

$4. Границы числовых множеств 

Определение. Пусть £ = {1} есть непустое числовое множество. 

Если существует число М такое, что ни один элемент множества E 

его не превосходит, т. е. если для всех te Ё оказывается: t < М ‚то 

говорят, что множество Ё ограничено сверху, а число М называют 

верхней границей множества E. 
Следует заметить, что если число М есть верхняя граница мно- 

жества Ё, то и любое число, большее чем М, будет верхней грани- 
цей этого множества. Следовательно, если непустое числовое мно- 
жество Ё = {1} ограничено сверху, то у этого множества имеется 
бесконечное множество верхних границ. 

Теорема. Если непустое числовое множество ограничено сверху, 
то среди его верхних границ имеется наименьшая. 
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>» Пусть £ = {1} — непустое и ограниченное сверху числовое 

множество. Пользуясь множеством E, разобьем систему W на два 

класса Хи 7, Делать это мы будем так: берем любое вещественное 
число Z; если для всех fe E оказывается, что f < Z, то отправляем 
это число < в класс } если же в Ёнайдется хотя бы один элемент 

t, такой, что f, > Z, TO число г включается в класс Х. Легко понять, 

что при таком разбиении системы W класс У будет представлять 

собой множество всех верхних границ множества EL. 
Поэтому теорема будет доказана, если мы докажем, что суще- 

ствует тт 7. По свойству непрерывности системы W одно из чи- 
сел тахХ или тт Уобязательно существует, причем оба они одно- 
временно существовать не могут. Следовательно, мы докажем, что 
шт У существует, если покажем, что не существует maxX. 

Рассуждаем от противного. Допустим, что maxX существует, 

и пусть maxX = x, (%ЕХ). Соотношение же X означает, что 

существует элемент пе E такой, что fy > Ху . По свойству плотно- 

сти системы W, обязательно найдется хотя бы одно вещественное 
число Z такое, что X, < & < 4.. Из того, что < < 1 следует, что ‹еХ. 

А так как Z > X,, TO x, не есть maxX. Полученная нелепость опровер- 

гает существование max, а это и требовалось доказать. «4 
Определение. Пусть ЕЁ = {/} — непустое, ограниченное сверху 

числовое множество. Наименьшая из всех верхних границ этого 
множества называется точной верхней границей, или супремумом, 
и обозначается $ирА. 

Замечание. Если непустое числовое множество £ сверху не ог- 
раничено, то пишут $ирЁ = + «<. 

Свойства супремума. 
Пусть Ё = {f} — непустое числовое множество и b= зирЕ. Тогда: 

1. Для всех te Е оказывается tsb. 

2. Если В, <b,To В, уже не есть верхняя граница Ё и, следова- 

тельно, найдется хотя бы одно КЕ Ё такое, что 1, >В,. 

3. Если для всех te E оказывается 1 < В тои b< B (B— вер- 

хняя граница множества Ё, a 6 — наименьшая из верхних границ 

множества Ё). 

4. Если Ey CE (Е р— часть Е) и В =sup£y, то & sb (при 
расширении числового множества его супремум не уменьшается). 

5. Если be Ё „то В = тах ЕЁ ‚ аесли БЕ Ё ‚то тах Ё не суще- 

ствует. 

Определение. Пусть Ё = {1} — непустое числовое множество. 

Если существует число Ё такое, что для всех te E оказывается 
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1> [,, то говорят, что множество Ё ограничено снизу, а число L 

называют нижней границей множества EL. 
Заметим, что если число [есть нижняя граница множества Ё, то 

и любое число, меньшее чем L, будет нижней границей этого мно- 

жества. Следовательно, если непустое числовое множество Ё = {1 
ограничено снизу, то у него имеется бесконечное множество ниж- 
них границ. 

Теорема. Если непустое числовое множество ограничено сни- 
зу, то среди его нижних границ имеется наибольшая. 

» Пусть Е = {1} — непустое и ограниченное снизу числовое 

множество. Как и при доказательстве предыдущей теоремы, пользу- 

ясь множеством £, разложим систему W на два класса Хи 7. Делать 

это мы будем следующим образом: берем любое вещественное 

число Z; если для всех fe Ё оказывается, что ¢ > 7, то отправляем 

это число ZB класс X; если же в Ё найдется хотя бы один элемент 

{ такой, что {< z, то отправляем число zB класс У При таком 

разложении системы W класс Х будет представлять собой множе- 

ство всех нижних границ множества РЁ. Теорема будет доказана, 

если мы покажем, что существует maxX. По свойству непрерывно- 

сти системы W, одно из чисел тахХ или тт У обязательно суще- 

ствует, причем оба они одновременно существовать не могут. Сле- 

довательно, мы докажем, что тахХ существует, если покажем, что 

не существует тт 7. 

Рассуждаем от противного. Допустим, что min У существует и 

пусть у, = шт 7 (У € 7). Соотношение у е У означает, что суще- 
ствует элемент цЕ E такой, что f, < у,. По свойству плотности 

системы W обязательно найдется хотя бы одно вещественное число 

< такое, что 4, < &<у. 
Из того, что < > /,, следует зе У. А так как < < у, то у, не есть 

min У, Полученное противоречие опровергает существование min 7, 
а это и требовалось доказать. | 

Определение. Пусть Ё = {1} — непустое, ограниченное снизу 
числовое множество. 

Наибольшая из нижних границ этого множества называется 

точной нижней границей, или инфимумом, и обозначается 1тЁЁ. 
Заменание. Если непустое числовое множество Ё снизу не ог- 

раничено, то пишут шЁЁ = —оо. 
Свойства инфимума. 
Пусть ЕЁ = {1} — непустое числовое множество и а = InfE. Тогда: 
1. Для всех fe E оказывается f¢ > a. 
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2. Если а, >а,то а, уже не есть нижняя граница Ё и, следова- 

тельно, найдется хотя бы одно ВЕ Е такое, что [, <а.. 

3. Если для всех fe E оказывается # > А, то А<а (A— нижняя 

граница множества £, а — наиболышая из нижних границ множества £). 

4. Если £y cE и a =inf Бу, TO а<ау (при расширении чис- 

лового множества его инфимум не увеличивается). 

5. Если ae Ё, то а= шт Ё ; если же аЕ Ё ‚то тт ЕЁ не суще- 
ствует. 

Примеры. 

1. Пусть Е = {2, 6, 1, 9, 8}. Здесь: 

sup £ =9, sup Ee E, 9=maxE; 

infE=1,infEe E,l=min€E. 
2. Пусть ЕЁ = (3; 7). Здесь: 

sup Ё =7, зирЁЕЕ Ё , тах Ё не существует; 
ШЕЕ =3, ШЕЕ Е, тш Ё не существует. 

3. Пусть E = (4; 5]. Здесь: 

sup Ё =5, зирЕ ЕЁ, 5 = тах Е; 
ШЕЕ =4, ШЕЕ E, тт Е не существует. 

4. Пусть ЕЁ = {t, (< 0}. Здесь: 

зирЁ =0, sup£é@ E, тах ЕЁ не существует; 
ШЕЕ =-<, ШЕЕ E, min£ не существует. 

| 1 1 1 
5. Пусть E = {— =], —, =, -,...$. Здесь: , ih 2’ 3’ 4 
зирЁ =1, $ир Е ЕЁ, 1 = тах Ё; 
ШЕЕ =0, inf Ee E, шт Е не существует. 

§ 5. Понятие об арифметике в системе W 

1. Знак числа. Любые два вещественных числа сравнимы по 
величине (см. свойство упорядоченности системы W). Следова- 
тельно, любое вещественное число сравнимо с нулем. Говорят, что 
< — положительно, если > 0, и Z— отрицательно, если Z< 0. 

2. Противоположные числа. Пусть ‹ — иррациональное число, 

определяемое щелью A| В системы К. Построим новое сечение 

A’ | В“ системы В, отнеся рациональное число г в нижний класс 

А”, если -ГЕ В и отнеся гв верхний класс В”, если -re А. Мож- 
но доказать, что сечение A | В° является щелью системы В. Эта 

щель определяет иррациональное число г’, которое называется 

числом, противоположным числу г и обозначается: —г. 
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3. Сложение вещественных чисел. Пусть <, и <, — два веществен- 

ных числа. Рассмотрим всевозможные рациональные числа а, ко- 
торые можно записать в виде а = д +, гдел иг, — рациональные 
числа такие, что дл S% UH S 2. 

Заметим, что множество Ё = {а} всех таких рациональных чи- 
сел а ограничено сверху. Действительно, по свойству неограничен- 

ности системы W существуют целые числа п, и п, такие, что Z < п, 

и 2% <п. У нас RS% UA SZ. Стало быть, 7+ < п +m, т.е. 
число м +N, оказывается верхней границей множества Ё = {а}. 

Так как непустое множество Ё = {а} ограничено сверху, то суще- 

ствует sup E . Положим =* =supE. Это число 7° называется сум- 

мой чисел <, и <, и обозначается 7° = %+ 2%. 
Замечания. 
1) Можно доказать, что в том случае, когда оба слагаемых <, и 

2, — рациональные числа, новое определение их суммы приводит 

к тому же результату, что и известное из элементарной математи- 

ки определение суммы рациональных чисел. 

2) Из определения суммы вещественных чисел Z, и <, ясно, что 

2 +2 = 2 +2. 

3) Пусть <, и <, — два вещественных числа. Mx разностью назы- 

вается сумма {, +(—Z), Т. е. сумма числа <, и числа —Z,, противопо- 

ложного числу Z,. 
4. Умножение вещественных чисел. Определим сначала произ- 

ведение двух положительных вещественных чисел Z, и Z,. 

Пусть r, и г, — положительные рациональные числа, любые, HO 

такие, что д < <, № < 22. Рассмотрим множество Е = {а}, rae a=1;r,. 
Отметим, что множество £ = {а} ограничено сверху. В самом деле, 

по свойству неограниченности системы W существуют целые числа 
п, и п, такие, что % < п и > <M. Y нас п < 2; № < >. Следова- 
тельно, и подавно л < м; № <M. А тогда а=л -^ <n, -п>. Видим, 
что число п, * п, оказывается верхней границей множества E = {а}. 
Так как непустое множество Ё = {а} ограничено сверху, то суще- 

ствует sup Ё. Положим # =зирЕЁ . Это число Z называется произ- 

ведением чисел <, и <, и обозначается Z = % «Zp. 
Произведение вещественных чисел Z, и Z, любого знака опре- 

деляется по следующему правилу: 

1) считают, что Zz, -0=0-z, =0; 

z,|-|z2], если <; и <> одного знака; 
2) считают, что <! - < = 

—|z,|-|z2], если а и <> разных знаков. 
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Замечания. 
1) Можно доказать, что в том случае, когда оба сомножителя Z, 

и <, — рациональные числа, новое определение их произведения и 
известное из элементарной математики определение произведе- 
ния рациональных чисел приводят к одному и тому же результату. 

2) Пусть <, и <, — два вещественных числа, любые, но такие, что 

< 
<2 #0. Их частным = с, называется вещественное число г*, удов- 

летворяющее условию Z° - 22 =&. 

3) Пусть г — вещественное число, отличное от нуля. Число $, 

| 
обратное числу г, равно частному —. 

< 

Можно доказать, что для вещественных чисел сохраняются все 
правила алгебры, относящиеся к арифметическим / действиям над 
рациональными числами. 

5. Приближение вещественных чисел десятичными дробями. 

Пусть Z— произвольное вещественное число (пусть для опреде- 

ленности г > 0). По свойству неограниченности системы W суще- 

ствует целое число п, такое, что & < My. Среди чисел п = 1, 2, 3,...,n, 

возьмем наименьшее, обладающее свойством п > Z, и обозначим 

его оу +1. Будем иметь тогда Oy << 9+1. 

Разобьем отрезок / = [0% ; 04% +1] на десять равных отрезков, 

т. е. рассмотрим отрезки 

E OQ + и E +1: а +2] | + 2.0 +1] то |r | © 110 > 90 Tq Joo | 0 11090 (*) 

Могут реализоваться две возможности: либо число Z не CO- 

2 9 
впадает ни с одним из чисел Ay + — 10’ sory 00 То’ либо 10’ 00 + — 

число г совпадает с одним из этих чисел. 
В первом случае число Z принадлежит только одному из от- 

резков (*). Обозначим этот отрезок через Л = щи: 9 1p, + mae 

где о, обозначает номер отрезка, т. е. одну из цифр 0, 1, 2,...,9. 
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Во втором случае число Z может принадлежать двум соседним 

I 
отрезкам из (*). Обозначим тогда через J, =| 0,01; Hp, + 10 

тот из этих двух отрезков, для которого число < является его 
левым концом. Отметим, что во всех случаях число <Е /,. 

Затем разобьем отрезок / на десять равных отрезков и обо- 

| 
значим через J, = |, 040 Op, 01062 +7 тот из получившихся 

отрезков, который содержит число ZH для которого число Z не 

является его правым концом (> обозначает номер отрезка, т. е. 

одну из цифр 0, 1, 2,..., 9.) 

Продолжая этот процесс аналогичным образом, получим на 

| 
п-м шаге отрезок /, = [ов 00483 тт ‚ где a, 

обозначает номер отрезка, т. е. одну из цифр 0, 1,2, ...,9. 7, — тот 

из отрезков, который содержит число ‹. Так как зе Г, ‚то справед- 

ливо неравенство 

] 
10” ° 

Полученные неравенства означают, что вещественное число Z 
заключено между двумя десятичными дробями, разность между 

Op, Hj... < < $ Ap, 01 65...00, + — 

Поэтому, если требуется найти приближенное значение числа 

ZC ошибкой, не превосходящей любого, наперед заданного поло- 
жительного рационального числа &, нужно взять наименьший 

| 
номер Nn, с которого выполняется неравенство 10" < $. 

6. Некоторые часто употребляемые соотношения. Вспомним, что 
абсолютная величина вещественного числа с. обозначается симво- 
лом |0] и определяется условиями: 

lo] = ©, если a20,H lo] = -a ‚если a<Q. 

Из определения сразу следует, что 

lo] = 0; [©] =|-of; а < lal; — © < |6]. 
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|. Докажем, что для любых вещественных чисел с и В неравенство 

|] < В (1) 
равносильно двойному неравенству 

-В<а<В (2) 
> Покажем сначала, что из неравенства (1) следует неравен- 

ство (2). Доказательство проводится проверкой двух случаев: а) когда 

а>0 и) когда a<0. 

а) Пусть о > 0. В этом случае по определению [al = a, и нера- 
венство (1) означает, что © < В. Так как неотрицательное число & 

больше любого отрицательного числа, TO a > -В. Следовательно, 

в этом случае имеем 

-В<а<В. 

b) Пусть a < 0. В этом случае по определению lo! = -@ , и нера- 

венство (1) означает, что —@ < В ‚т.е. a > -В. Так как отрицатель- 

ное число а меньше любого положительного числа, TO a < В. Сле- 

довательно, и в этом случае имеем 

—-B<a<B. 

Покажем теперь, что из неравенства (2) следует неравенство (1). 

Двойное неравенство -В < с < В означает, что © <Ви -В<а,,т. е. 

что а <Ви -а <В. А так как одно из чисел & или —о есть lo! , TO 

получаем |0] <В. 
Замечание. Совершенно аналогично устанавливается, что нера- 

венство fe <В равносильно неравенству -—B<sa<f. 

2. Докажем, что для любых вещественных чисел OH В 

jo. + Bl < |< + |B}, 
т. е. абсолютная величина суммы не превосходит суммы абсолют- 
ных величин слагаемых. 

> Напишем очевидные неравенства: 

—lo| < а sol, 

и сложим их почленно. Получим двойное неравенство 

- ($ +) < «+В < (lol +[В). 
Это двойное неравенство по пункту | равносильно неравенству 

la + Bl <|ol +B]. < 
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3. Докажем, что для любых вещественных чисел с и В 

© -B] = [<] [В], 
т. е. абсолютная величина разности не меньше разности абсолют- 

ных величин уменьшаемого и вычитаемого. 

> Имеем с = (©-В) +В. Отсюда по пункту 2 получаем 

lol <[«-В + |B] = [«-В >|] -[|. < 
4. Для любых вещественных чисел & и В справедливо соотношение 

|. BI = 1-8], 
т. е. абсолютная величина произведения равна произведению аб- 

солютных величин сомножителей. 

5. Для любого вещественного числа а и для любого отличного 

от нуля вещественного числа В справедливо соотношение 

т.е. абсолютная величина частного равна частному абсолютных 
величин делимого и делителя при условии, что делитель отличен 
от нуля. 

Справедливость утверждений 4 и 5 установить самостоятельно 
в качестве упражнения. 

7. Некоторые конкретные множества вещественных чисел. Пе- 
речислим некоторые наиболее употребительные множества веще- 
ственных чисел. 

|1. Замкнутый промежуток или отрезок. Это — множество ве- 
щественных чисел х, удовлетворяющих неравенствам 

asxsb,rmea<b. 
Обозначение: [a, 6]. Числа а и 5 будем называть концами отрезка 

(а, 5], а любое число x, удовлетворяющее неравенствам а < x < b 
будем называть внутренней точкой отрезка [а, 6]. 

2. Открытый промежуток или интервал. Это — множество ве- 
щественных чисел х, удовлетворяющих неравенствам 

а <х < Ь, гдеа < b. 
Обозначение: (а, 65). 
3. Полуоткрытый промежуток или полуинтервал. Это — множе- 

ство вещественных чисел х, удовлетворяющих одному из неравенств: 

asx<b (обозначение: [a,b) ) 

или 

a<x<sb (обозначение: (а,6]). 
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4. Множество всех вещественных чисел х будем называть чис- 

ловой прямой и обозначать символом: (-е°, + ©). 
5. Открытой полупрямой будем называть множество всех ве- 

щественных чисел х, удовлетворяющих одному из неравенств: 

x >a (обозначение: (а, + ®э) ), 

ИЛИ 

x <b (обозначение: (-,Б). 

6. Полупрямой будем называть множество всех вещественных 
чисел х, удовлетворяющих одному из неравенств: 

х>а (обозначение: [а, + ®°) ), 

ИЛИ 

х <b (обозначение: (-<,[]. 

Замечание. Иногда мы будем пользоваться общим обозначе- 

нием для множеств вещественных чисел, перечисленных в пунктах 

1—6, а именно, символом (a,b). Короче: (a,b) — общее обозначе- 
ние для промежутков [a,b], (4,5), [a,b) , (а,6], (-<, +), [a, +), 

(a, +0), (—00, b], (-2, 5).



Глава 2 

ПРЕДЕЛ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 

$ 1. Числовые последовательности 

Определение. Если каждому числу п натурального ряда чисел 

1, 2, 3, ..., п, ... По определенному закону ставится в соответствие 

некоторое вещественное число X,, , то множество занумерованных 

вещественных чисел 

X15 Х, ...› Хи» oe (1) 

называется числовой последовательностью (или просто последова- 
тельностью). 

Числа х,,х.,....х„.... называются элементами или членами 
последовательности (1). 

Сокращенно последовательность (1) будем обозначать символом 

| 
{x, en . Так, например, символ « — обозначает последовательность: 

neN 

нь ’ 5’ 3? ...Э п’ 

Общий член последовательности (1), т.е. величину X, , кон- 

кретными значениями которой являются числа х,,х, ..., Хи, ..., на- 

зывают также переменной величиной, пробегающей эту последо- 

вательность значений. 
Рассмотрим несколько примеров последовательностей. 

|. (хи } см = } + rai . Ha рис. 2.1 представлена схема располо- 

жения элементов этой последовательности на числовой оси. 
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м X3 Х> Хх 

| 
5 _ 6 

Рис. 2.1. К примеру 1 

В этом примере все элементы X, последовательности распола- 

гаются правее точки а = 5. Возьмем число 5.1 =5 + Нетрудно 

понять, что все члены последовательности {x, bne кз У которых HO- 

мер п больше трех, т.е. х4, х‹, ... будут отличаться от числа а = 5 

| | | 
меньше, чем на — (ибо —<— при n>3). Возьмем число 

10 2" 10 

5.015542. 
100 

Все члены последовательности {x, bien ‚ у которых номер п боль- 

ше шести, т.е. ху, хз, ... , будут отличаться от числа а = 5 меньше, 

| | | 
чем на 100 (ибо > < 100 при n>6). 

И вообще, если взять любое сколь угодно малое положитель- 

ное число =, то можно указать номер Мтакой, что все X, , у которых 

номер л больше, чем №, будут отличаться от числа а = 5 меньше, чем 
на =. (В качестве N следует взять наименьшее натуральное число 

| 
такое, чтобы при п > № было: —< 5.) 

2. {хи} к = } ->7 . На рис. 2.2 представлена схема pacno- 
ПЕ 

ложения элементов этой последовательности на числовой оси. 

x} x4 Хз X4 

= 
Рис. 2.2. К примеру 2 
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В этом примере все элементы х,„ последовательности распола- 
гаются левее точки а = 5 (т.е. x, < 5 для любого пе М). 

] 
Возьмем число 4.9 =5-т0. Все члены последовательности 

{Xn} ск » У Которых номер # больше трех, т.е. х4, Хз, ... будут удов- 

| 
летворять неравенству |x, - 5] < 0.1, так как 5" < 0.1 при п> 3, т.е. 

Х4, Хз, ... будут отличаться от числа а = 5 меньше, чем на 0.1. 

| 
Возьмем число 4.99 = 2100. Все члены последовательности 

{хи см › У Которых номер п больше, чем 6, т.е. ху, Хз, ... будут удов- 

летворять неравенству |x, — 3] < 0.01, так как x < 0.01 при n>6. 

И вообще, если взять любое сколь угодно малое положитель- 

ное число в, то можно указать номер Мтакой, что все х, , у которых 

номер n больше, чем М, будут удовлетворять неравенству |x, — 5] <. 
(В качестве №! следует взять наименьшее натуральное число такое, 

чтобы при л> № было: = <€.) 

(-1)" 3. {Xn} en = ot > . На рис. 2.3 представлена схема рас- 
neN 

положения элементов этой последовательности на числовой оси. 

И в этом примере все члены последовательности {Xn ten 

у которых номер n>3, будут удовлетворять неравенству: 

|х„ -_ 5] < 0.1; а все x, , у которых номер n > 6, будут удовлетворять 

неравенству: |x, — 5] < 0.01. 

x | x №5 4 Х2 

| ОЕ 
4 5 6“ 

Рис. 2.3. К примеру 3 
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И вообще, если взять любое сколь угодно малое положитель- 

ное число =, то можно указать номер NV такой, что все X, , у которых 

номер n> № , будуг удовлетворять неравенству Ix, —5| <e.(B качес- 

тве № следует взять наименьшее натуральное число, такое, чтобы 

при п > № было: т <=.) 

Определение. Число а называется конечным пределом последо- 

вательности {X,} _., если для любого (и даже сколь угодно мало- 
го) положительного числа = можно указать номер Мтакой, что все 
члены х, последовательности, у которых номер п > М , удовлетво- 
ряют неравенству: 

|x, -a|<e. (2) 
Неравенство (2), как мы знаем, равносильно двойному нера- 

венству: 
-=<х,-а<е (если п> М), 

или неравенству 

а-ё<х, <а+Е;(п > М). (3) 

Открытый промежуток (а-=а+5) с центром в точке а назы- 
вается =-окрестностью точки а. 

Неравенство (3) означает, что какой бы малой ни была &-окрест- 
ность точки а, существует номер М№такой, что все члены последователь- 

ности {x,, } ем ‚ у которых номер n > М , попадут в эту окрестность. 

Заметим, что чем меньше € > 0, тем больше будет (вообще го- 

воря) номер М, начиная с которого все xX, попадут в =-окрест- 

НОСТЬ ТОЧКИ а. 

Если число а является пределом последовательности {х„} ‚к, 
то говорят, что эта последовательность сходится (или стремится) 
к числу а, и записывают это так: 

lim x, =а или x, > а. 
N—yoo N—yeo 

Xp м XN Хр XN430NH Хз x| 

Д | \ | . 
\ | у 
а-Е а ate 

Рис. 2.4. К, определению предела последовательности 
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Замечание 1. Из определения предела последовательности сле- 

дует: если число а является пределом последовательности {X,} к, 

то любая =-окрестность точки а содержит бесконечное число чле- 
нов последовательности, а вне этой окрестности может оказаться 

лишь конечное число членов последовательности {х,„} и. (Вне 

&-окрестности точки а могут оказаться все или только некоторые 
из элементов: х|, хо, ..., Хм ). 

Замечание 2. Если все члены последовательности {x,,} _. име- 

ют одно и то же значение с (т.е. Xx, =с для любого ne М), то 

очевидно, что lim x, =с. 
И 

$ 2. Бесконечно малые величины 

Определение 1. Переменная a, , пробегающая последователь- 

ность значений 

01, Oy, O3,..., и, «. (1) 

называется бесконечно малой величиной, если 

lima, =0. (2) 
N=—yoo 

Можно дать и другое определение бесконечно малой величи- 
ны, если исходить из определения предела последовательности для 

случая, когда число а =0. 

Определение 2. Переменная @„ , пробегающая последовательность 

значений о, 5, 03, ..., (и, ... , Называется бесконечно малой величи- 
ной, если для любого (даже сколь угодно малого) положительного 
числа = можно указать номер Л№такой, что все значения «и, , у кото- 
рых номер пл > №, по абсолютной величине будут меньше €, т.е. 

la, |<e,ecrn п> М. (3) 

Покажем, например, что если |g] <1, To 4" — бесконечно малая 
величина. Для этого возьмем = > 0 — любое сколь угодно малое и 
рассмотрим неравенство: 

g"|<e. (4) 

Если 4 =0, то неравенство (4) выполняется при всех п. Пред- 

положим теперь, что g #0. Тогда неравенство (4) равносильно 
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неравенству: ||" <=, или неравенству: “1g |9| <1&= или неравен- 

ству n> ge (у нас |g|<1 = 1 |4|<0). Если теперь в качестве 
Ig |9] 

номера WN, считая = <1, взять наибольшее целое число, содержаще- 

[2 = Ige 
еся в числе —2®_ ‚т.е. положить М = E| —8 = |! ro при n> М ока- 

Я ig |9| 

жется, что |4"| <. A это означает, что д” — бесконечно малая ве- 

личина, если |q| <1. 

Замечание. Термин “бесконечно малая” в соответствии с выс- 
казанным определением прилагается к переменной величине, име- 
ющей пределом 0. Поэтому нельзя именовать бесконечно малым 
никакое конкретное, фиксированное число, если.оно не нуль. 
В частности, нельзя называть бесконечно малым и никакое отлич- 
ное OT нуля, отдельно взятое числовое значение переменной ©, 
хотя бы эта переменная и была бесконечно малой. 

Основные свойства бесконечно малых величин. Отметим, что 
когда говорят о сумме, разности, произведении, частном перемен- 
ных х, иу, которые пробегают последовательности значений 

М, Х>, Хз» ...› Хп» vee g 

У, У›, Уз, ...› Уп eee 9 

xX 

э то имеют в виду переменные X, + Y,5 X_ —Yn> ху, которые 
n 

пробегают соответственно последовательности значений: 

x; + Я, х> + >, Хз + Уз, cong Xp + У», ooo gy 

Хх - У, Xz - У2, Хз — Уз, ..., Хи — Vay vee › 

Xi) 9X9 V25 X33; soey Xn Vay vee 3 

ХХ X2 Хз Xn 
—., —. Ы—. к | — ees . 

Я y2 Уз Yn 

'Через Е(р) обозначается наибольшее целое число, не превосходящее 

р, или, короче, целая часть числа р; Е есть начальная буква французского 
слова Entier, означающего “целый”. 

37



х 
При определении частного — нужно требовать, чтобы все 

п 

элементы у, последовательности {у,}_, были отличны от нуля. 

Однако если у последовательности в нуль обращаются лишь 
у ПЛ пЕМ 

Xx 
конечное число элементов, TO — можно определить с того номе- 

п 

ра, начиная с которого все элементы последовательности {Уи} on 

отличны от нуля. 
Свойство 1. Алгебраическая сумма конечного числа бесконеч- 

но малых величин есть величина бесконечно малая. 
Докажем это свойство для суммы трех бесконечно малых ве- 

личин. В том случае, когда бесконечно малых величин имеется т 
(т = 2 или т > 3, конечное), доказательство аналогичное. 

Итак, дано: &,,B,.¥, — бесконечно малые величины при 

п — со. Требуется доказать, что (a, +В, + ¥,,) есть также бесконеч- 

но малая величина. 

№» Пусть = > 0 — сколь угодно малое число, которое мы задаем 

произвольно. По условию, а, — бесконечно малая величина. Сле- 

довательно, по числу ; > 0 МОЖНО указать номер N, такой, что все 

значения O, , у которых номер п > М, , удовлетворяют неравенству 

ю,| <=. 
3 

Tak как B, и у, — бесконечно малые величины, то по тому же 

= 
числу 5 > 0 можно указать номера М№ и WN, такие, что будет: 

Bal <=, если п> М, 

|, <=, если п> №. 

Возьмем теперь номер WN, который равен наибольшему из но- 

меров М,, №, N3, т.е. положим N = тах{М,, №», №}. Тогда при 
п > № будут выполняться одновременно все три неравенства 
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Jnl < 33 [Bul < 3; №№[<3. 
Так как |a,, +B, +7,| <|o,]+|B,]+|y,|, то при и > М будет 

А это означает, что (a, +B, + Y,) — бесконечно малая величина. 4 

Свойство 2. Произведение ограниченной переменной х, на бес- 
конечно малую величину ©, есть бесконечно малая величина. 

p> По условию, x, — ограниченная переменная. Это значит, что 

существует постоянное число М >0 такое, что при всех ne М 
будет 

|х,|< М. 

Возьмем = > 0 — любое сколь угодно малое. Так как a, — бес- 

= . 
конечно малая величина, то по числу = обязательно найдется 

номер М№такой, что при я > № будет 

aa M 

Так как |x, -a,,|=|x,|-|c,,|, то при п > М будет 

[се | < 

= 
М 

А это означает, что X, -O, — бесконечно малая величина. 4 

|x, -0,|<М-— =а. 

Лемма. Если все члены последовательности {x, } .. отличны от 

| 
нуля иесли xX, > а, где а 0, то x — ограниченная переменная. 

lio п 

а 
} Так как а #0, то la > 0. Возьмем в качестве = число a (т. е. 

а 
ПОЛОЖИМ € = Ml >0). По условию x, > а. Значит, взятому => 0 

N— joo 

| отвечает номер N такой, что при п > № будет |х„ —а] < 5. Име- 

eM a=x, +(а-х,) = [|< [х,|+|а-х,|. Следовательно, при n> N 
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a 
2 

будет |a| < |x,,| Mt => |x,|>—.Hotoraanpu n> М будет = < 
п 

2 
lal 

а значит, и < 2 Положим 
„| {al 

| 
Ix’ [№ 9 

1 2 
М = max , 

Ixw|° lal 

Xp 

А тогда уже при всех ne М будет: < М.Азэто означает, что 

l 
переменная — — ограниченная. «4 

п 

Свойство 3. Пусть a, — бесконечно малая величина при п — oo. 

Пусть все члены последовательности {Хи bien отличны от нуля и 

Qa, 
xX, > а, где az. Тогда x бесконечно малая величина. 

N—yoo n 

| 
a, — ограниченная. Имеем —2 = №» Полемме переменная Xn X | 0 в» 

n Xn 

Qa, rv} as 

т.е. — представляет собой произведение ограниченнои перемен- 

n 

ной на бесконечно малую величину. A тогда по свойству 2 заклю- 

a, 

чаем, что > — бесконечно малая величина. «4 
п 

$ 3. Бесконечно большие величины 

Определение. Переменная x, пробегающая последовательность 

значений X,, Xz, ..., Хи, ... называется бесконечно большой при п — ©, 

если для любого положительного числа М (каким бы большим 

мы его ни взяли) можно указать номер М№такой, что все значения 

х , у которых номер п > М , удовлетворяют неравенству 

х,|>М. (1) 

Tot факт, что переменная х, является бесконечно большой при 
п —> co, выражают еще словами “переменная х, стремится к беско- 
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ненности”, или “переменная х, имеет пределом бесконечность”, или 
символически: 

НИХ, =. (2) 
И —со 

Из неравенства (1) следует, что вместе с х, бесконечно боль- 

шими будут также переменные —x, и |х,|. 

Пример 1. Пусть {x,} ск 

какое бы мы число М > 0 ни взяли, переменная xX, при возраста- 
нии я обязательно “перерастет” М, т. е. для всех п, начиная с неко- 

= {п} и ={1 2, 3,.... п, ...}. Видим, что 

торого, будет: |х, | =п>М . Значит, переменная x, = п есть беско- 

нечно большая при п > co, и мы можем написать 

lim x, = lim =co. (3) 
N—yoo N—yoo 

Пример 2. Пусть {хи} к = {п} к =4-Ъ -2, —3, 20) -п,...}. 

И в этом примере, какое бы число М > 0 ни взять, для всех п, 

начиная с некоторого, будет: |x,| =|-n| =п> М . Значит, перемен- 

ная xX, =-п есть бесконечно большая при п > ®, и мы можем 

написать lim x, = lim(—n) = ®. 
N1—yoo N—oo 

Пример 3. Пусть {x,} y= {(-1)" ny = {-1, 2, -3, 4, ...}. Име- 

ем |[х, | =|(-1)" п] = п. Следовательно, какое бы число М >0 ни 

взять, для всех и, начиная с некоторого, будет |х„| = п > М .Значит, 

переменная x, = (-1)".л есть бесконечно большая при п > ®,и 

мы можем написать lim x, = lim(-1)" -n =o. 
Ni—yoo N—}eo 

Пример 4. Пусть x, = q", где |9] > 1. Покажем, что эта перемен- 

ная бесконечно большая при п > <. Для этого возьмем число 

М > 0 — любое сколь угодно большое и рассмотрим неравенство 

9"| > М.Имеем 

lg M 

Ig |9 
q"|> М> |4] > M @ nig |9 > IgM a n> 

41



(у нас |9] >1 = Ig |9] >0). Если теперь в качестве номера М взять 

lg M 

Ig |9] 

что X, =4" — бесконечно большая величина. 

Замечание 1. Если переменная х, — бесконечно большая при 
п > co, ТО ТОЧКа, изображающая х, на числовой OCH, по мере возра- 
стания пл неограниченно удаляется от начала отсчета (т. е. от точ- 
ки 0). Так, в примере | эта точка неограниченно удаляется вправо, 
в примере 2 — влево, в примере 3 — неограниченно удаляется от 
начала отсчета, оказываясь попеременно то слева, то справа от него. 

Замечание 2. При рассмотрении бесконечно больших величин 
бывает полезным иногда выделять случаи, когда переменная X,, 

начиная с некоторого номера №, , сохраняет знак “+” или “—”: 

1) Если переменная х, — бесконечно большая величина при 

N=E ‚ то при л > М окажется, что |4"| > М.А это означает, 

п > ® и при п > №. все значения х, имеют знак “+”, то пишут: 

lim Хи = +00. 
N—yoo 

Это соответствует случаю, когда точка, изображающая xX, Ha 
числовой OCH, по мере возрастания n неограниченно удаляется 
вправо от начала отсчета. 

2) Если переменная xX, — бесконечно большая величина при 

п > ® и при п > М. все значения х, имеют знак “—”, то пишут 

lim x, =-®. 
N—yoo 

Это соответствует случаю, когда точка, изображающая x, на 
числовой OCH, по мере возрастания л неограниченно удаляется влево 
от начала отсчета. 

Замечание 3. Очевидно, что любая бесконечно большая пере- 
менная х, является неограниченной, поскольку для любого числа 
М > 0 (каким бы большим мы его ни взяли) можно указать номер 
№ такой, что при п > М все значения х, удовлетворяют неравенству 

|х, | > М , a, следовательно, для любого М > 0 найдется по крайней 

мере один элемент х, такой, что будет |x,| > M . Однако неограни- 
ченная переменная может и не быть бесконечно большой. Напри- 
мер, неограниченная последовательность 

I, 2, 1, 3, 1, 4, ..., l,m, у п+1,... 
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не является бесконечно большой, поскольку, если в качестве числа 

М > 0 взять число, большее, чем 1, то неравенство |x,,| > М невы- 

полняется для всех х, с нечетными номерами. 
Основные свойства бесконечно больших величин. 
Свойство 1. Пусть х, — бесконечно большая величина при 

п > co. Пусть переменная у, имеет предел, отличный от нуля. Тогда 
x,y, есть бесконечно большая величина. 

} 1) Пусть lim у, = 6, где b #0 ив — конечное число. Так как 

i b #0, то [6] >0. Возьмем в качестве = > 0 число > (т.е. положим 

b 
& = 4 >0). По условию lim у, = 5. Следовательно, взятому => 0 

ры 

отвечает номер WN, такой, что при п> М, будет ly, ~ 5 <€, т.е. 

[yn -Ы< Yl если n> М,. Имеем b= y, + (b—y,) = < у,|+6-у,| 2” 

=> |b| <|у,|+ 5 ›если п > М, . Следовательно, Yn] > `5` ‚если п> М. 

Возьмем число М > 0 — любое как угодно большое. По условию 
переменная х, — бесконечно большая при п — co. Следовательно, 

по числу TW > 0 можно указать номер № такой, что при n> № 

2M 
будет |x,,| > 18 - 

Положим N = тах{ М, №, } . Тогда при n> М будут выполнять- 

[2] 2M ся одновременно неравенства: | Yn > 5 И |х, | > ch Поэтому при 

п > № будет 

2M |b a dol =ba Bol> = a 
т.е. |x, -y,|>M, если п>М. A это означает, что переменная 

X,° Yn — бесконечно большая при n>. 
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2) Пусть lim у, = < . Это означает, что для любого числа L > 0 
N—yoo 

(сколь угодно большого) можно указать номер WN, такой, что при 

п> М, будет |y,|> Ё. Возьмем число М > 0 — любое как угодно 

большое. Так как переменная xX, — бесконечно большая при п -> ®, 

М v 
TO по числу — > 0 можно указать номер №, такой, что при n> М 7 2 2 

М будет |x,,| > >: 

Положим М = max{N,, №, }. Тогда при п > М будут выполнять- 

М 
ся оба неравенства [у >Lu x, | > 7: Следовательно, прил > № 

будем иметь 

М 
Ix, -Yn| = |х, | Ул > L -L=M , 

т.е. Ix, Yn| > М ,ecnu n> М. Последнее означает, что переменная 

Xn‘ У, — бесконечно большая при No. 4 
Следующие два свойства устанавливают связь между беско- 

нечно малыми и бесконечно большими величинами. 
Свойство 2. Если все значения переменной х, отличны от 0 и 

если переменная xX, — бесконечно большая при п -> ®° ‚ то пере- 

| 
менная — — бесконечно малая при noo. 

п 

» Возьмем = > 0 — любое сколь угодно малое. По условию x, — 

бесконечно большая величина при л -> oo, Следовательно, любому 

сколь угодно большому числу М > 0 (в частности, числу М = 1 >0) 
€ 

отвечает номер М№такой, что при n> N будет 

| 
|x,| > М т.е. Mal > = ‚если п> М. 

< $, если л > №. 
| 

Но тогда при п > Мбудет — < $, азначит 
. Xn na 
] 

Последнее означает, что переменная xT бесконечно малая Be- 
п 

личина при no. 4 
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Свойство 3. Если все значения переменной с, отличны от нуля 
и если переменная ©, — бесконечно малая величина при п — <, 

| 
то переменная — — бесконечно большая при nO. 

“i 

№» Возьмем произвольное сколь угодно большое число М > 0. 
По условию ©, — бесконечно малая величина. Следовательно, лю- 
бому сколь угодно малому числу =>0 (в частности, числу 

$ = = > 0) отвечает номер М такой, что при п > М будет 

с, | <=, т.е. [@,| < т ‚ если п > М. 

Но тогда при п> № будет > М ‚а значит > М , если 
| 

lox, 
| 

п > N. Последнее означает, что переменная nT бесконечно боль- 
п 

a, 

шая величина при No. 4 

$ 4. Основные теоремы о пределах 

Лемма. Пусть имеются две переменные х, Hy. Пусть x, >. a, 

у, > 56, rae au 6— конечные числа. Тогда, если В > a, TO существу- 
li—>oo 

ет номер М№такой, что при всех п > N OynerT: y, > X,. 

b-a 
>» Возьмем число = = — Так как р>а,то = >0. По условию 

X, — а. Значит, взятому € > 0 отвечает номер М, такой, что при всех 
N—yoo 

п > №, будет: а-=<х, <а+:. В частности, при всех п > М, будет: 

b-a_ arb 

2 2 
X, <а+Е=а+ 

a+b 
Таким образом, X,, < 5 

По условию у, — 5. Значит, взятому € > 0 отвечает номер М, 
йЙ— со 

такой, что при всех п > N, будет: 6 -=<у, <b+e.B частности, при 

всех п > N, будет: 

‚ ели п> М. 
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y, >b-e=b- 

a+b Итак, у, > ‚ если п > No. 

Положим N = тах{ М,, №, }. Тогда при п > М будут выполнять- 

; a+b a+b 
ся оба неравенства: x, < ——, у, > 

2 
. Следовательно, х, <у,, 

если п > №. 4 
Эта лемма означает следующее. Если две переменные стремят- 

ся к разным пределам, то та из них, которая стремится к большему 
пределу, окончательно становится больше другой. 

Теорема 1 (0 единственности предела). Переменная х, может 
иметь только один конечный предел. (Точнее: переменная х, мо- 
жет не иметь предела, HO если переменная х, имеет предел, то он 
единствен). 

№» Допустим, что утверждение теоремы несправедливо. Это 03- 
начает, что у переменной x, имеются, по крайней мере, два различ- 

ных конечных предела: lim x, =a u limx, =6, где a#5, напри- 
N—yoo N—poo 

мер, а<Ь. Но тогда по лемме найдется номер М такой, что при 

п > М будет: x, < х, ‚ аэто абсурд. Значит, теорема доказана. q 

Теорема 2 (о предельном переходе в неравенстве). Пусть име- 

ются две переменные X, и у,, и пусть Xx, 2 а, у, > b(aub— 
1 —со 

конечные числа). Если, начиная с некоторого места, т.е. для всех 

п > М, ‚ оказывается xX, < у, , то можно утверждать, что AS) (т.е. 

fim ин) 
}> Если бы соотношение а < не выполнялось, то было бы а > O. 

Но тогда по лемме обязательно нашелся бы номер М (можно счи- 

тать N > N,) такой, что для всех п > N было бы х, > у, , что невоз- 

можно, так как для всех п > №, y, > х, . Значит, теорема доказана. «4 

Замечание. Из строгого неравенства X, < у, (для n> N,) между 

переменными не следует строгое же неравенство между предела- 

ми этих переменных, а следует только неравенство lim x, < Иту, . 
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Например, пусть {Xp ben = } -1| | ; {Yn ск = } + 1 | ‚ Ясно, 

ne ne 

что для всех ne М: х, < y, Однако 

lim x, = lim (s-=}= 5 И lim Vn = lim [5+ }= 5 
N—yoo N—yoo n N—poo N—poo n ? 

т.е. lim x, = lim y,- 
П—со N— eo 

Teopema 3 (о сжатой переменной). Пусть имеются три перемен- 

ные х,,у,, г, и пусть, начиная с некоторого места, т.е. для всех 

п > М, (N, Е М), оказывается 

Xn < У, <&,. 

Тогда, если переменные х, и <, стремятся к одному и тому же 

конечному пределу а, то к этому же пределу а стремится и пере- 

менная у,. 

» Возьмем =>0 — любое сколь угодно малое. По условию, 

X, > а. Значит, взятому = > 0 отвечает номер М, такой, что для 
Пе 

всех п> № будет а-=<х, <а+Е; в частности, а-=<х,, если 

п > М. По условию, г, —> а. Значит, взятому € > 0 отвечает номер 
ие 

N, такой, что для всех п > №, будет а-< <, <а+$, в частности, 

2, <а+=, если п > М. . Положим М = тах {М., М, М>}. Тогда для 

всех n> № окажется 

Q-E<xX, SY, <, <ateE. 

Следовательно, при n> М будет: а-=<у, <а+:. А это озна- 

чает, что а = Пт y,. 4 
Пс 

Теорема 4 (00 ограниченности переменной, имеющей конечный 
предел). Если переменная x, имеет конечный предел, то она огра- 
ниченная. 

№» Пусть x, — а, где а — конечное число. Возьмем => 0 —лю- 
N—oo 

бое сколь угодно малое. Так Kak X, — а ,то взятому €>0 отвечает 
И —со 

номер Мтакой, что для всех п > № будет а-=<х, <а+:. 
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Вне промежутка (а - €, а+ =) могут находиться лишь X), Х, ..., Хм 

(или только некоторые из этих значений переменной х, ; во всяком 

случае их будет конечное число, меньшее или равное №). 

Положим 

т = min{x,,X2,....Xy,a—-e}, 

М 

Тогда для всех пе М будем иметь: т < x, < М.А это означает, 
что переменная X, — ограниченная. | 

Определение. Пусть 

пах {X,,X2,...,Xy,a+e}. 

ХМ, XQ Хз, ..., Хи, ove (1) 

есть некоторая числовая последовательность. Рассмотрим ПРОиИЗВолЬ- 

ную, возрастающую последовательность целых положительных чисел 

My, My, Пу, ..., Пл, ... . 

Выберем из последовательности (1) элементы с номерами 

Ny, Ny, Nz, ..., Nyy... И расположим их в TOM же порядке, как и числа 

Ny (k = |, 2, eee ): 

Хи > Хи, a Хну» coer Хиу vee (2) 

Полученную числовую последовательность (2) будем называть 
подпоследовательностью последовательности (1). 

Теорема 5. Если последовательность (1) сходится и имеет 
своим пределом число а, то и любая подпоследовательность (2), 
выделенная из последовательности (1), сходится и имеет своим 
пределом то же самое число а. 

№» Возьмем =>0 — любое сколь угодно малое. По условию 

х, > а. Значит, взятому => 0 отвечает номер М такой, что все 
Пс 

значения X, , у которых номер n> М , удовлетворяют неравенству 

|x, -a|<e. (3) 

Выберем теперь номер K Takoi, чтобы было ny > №. Тогда при 

К > К будет п, > пк (у нас числа п, п›, N3,... возрастают). Следо- 

вательно, при А > К будет п, > №. Но тогда из неравенства (3) 

следует, что при К > К будем иметь 

Ix, -4 <=. 
Последнее означает, что X, > а. 4 Ny k—y00 
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$ 5. Свойства конечных пределов, 
связанные с арифметическими действиями 
над переменными 

Лемма 1. Переменная x, , имеющая конечный предел а, отли- 

чается от своего предела на бесконечно малую величину. 

» Дано: x, — а, где а — конечное число. Требуется доказать, 
N—yoo 

что ©, =X, —@ есть бесконечно малая величина. Возьмем € > 0 — 

любое, сколь угодно малое. 

По условию x, -› а. Значит, взятому = > 0 отвечает номер № 
Пе 

такой, что для всех n> N будет 

|x, -а|<®. 

Ho |x, —а| = ©, |. Поэтому для всех n> М будет 

| „| <=. 

А это означает, что &,, — бесконечно малая величина. | 

Лемма 2. Если разность между переменной xX, и некоторым 

постоянным числом а есть величина бесконечно малая, то число а 

есть предел переменной х,. 

> Дано: x, -а=а,„ — бесконечно малая величина. Требуется 

доказать, что x, — а. Возьмем = > 0 — любое, сколь угодно малое. 
N—yoo 

По условию @а„ — бесконечно малая величина. Значит, B3ATO- 

му => 0 отвечает номер N такой, что при всех п > № будет 

|с„| <=. 

Но |a,|=|x, -а|. Поэтому и |x, -а] < для всех п> М.А это 

означает, что а = lim x, . q 
П— со 

Теорема 1. Пусть имеются две переменные x, и у,, и пусть 

X, > а, у, > 6, rae au В — конечные числа. Тогда переменная 
п П—со 

(x, + y,) также имеет конечный предел, причем 

lim(x, + у,) = lim x, + Пт у, =a+b. 
N—yoo N—>oo N—joo 
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} Так как переменная, имеющая конечный предел, отличается 
от него на величину бесконечно малую, то можем написать 

х, -а=@, X, =ат4, 

yy, ~5 =B, Yn =O+B,, 

где a, и В, — бесконечно малые величины. Имеем 

x, у, =(а+а,) + (6 +В,) = (а+5) + (а, +В,) > 

=> (x, +у,)- (а +5) = (с +В,). 

По свойству бесконечно малых величин (a, +В„) есть величи- 

на бесконечно малая. Видим, что переменная (x,, + у,) отличается 

от постоянного числа (а+65) на бесконечно малую величину. 

А тогда по лемме 2 заключаем, что (a+b) = lim(x, +у,). Теорема 
И—со 

доказана. 4 

Теорема 2. Пусть имеются две переменные xX, и у, и пусть x, а, 

У, 2 b rae av 6 — конечные числа. Тогда переменная х, : у, также 

имеет конечный предел, причем lim(x, -y,) = Шт x, : Пт у, =a-b. 
й—оо Nn-co Ni— eco 

>» По условию lim x, =a, lim y, =6 (аи 6 — конечные числа). 
П—со N—co 

Следовательно, как и при доказательстве теоремы 1, можем написать 

Xp =а+(,, У =b+8,, 

где a, и В, — бесконечно малые величины. Имеем 

Хи Yn = (а + On) ° (b + Ви) = аб + („6 + ap, + о„Ви) => 

= X,Y, — аб =(a,5 + aB,, +В). 

По свойству бесконечно малых величин („5 +aB, +о,В,) есть 

величина бесконечно малая. Видим, что переменная xX, : у, отличает- 

ся от постоянного числа a-b на величину бесконечно малую. A тог- 

да по лемме 2 заключаем, что ab = Ит(х„у,„). Теорема доказана. «4 
N—joo 

Теорема 3. Пусть имеются две переменные x, и у,. Пусть 

х, — а, где а — конечное число. Пусть все значения переменной 
N—yoo 

y, отличны от нуля и у, — В, где b— конечное число, отличное 
N—joo 
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х . 
от нуля. Тогда переменная — также имеет конечный предел, при- 

и 

ох "а чем lim— = 2" = -, 
neo У„ lim Yn b 

N—poo 

>» Поусловию lim x, =a, lim y, = 5 (аи р — конечные числа). 
п П—со 

Поэтому можем написать 

xX, =а+а,, у, =6+В;, 

где a, и В, — бесконечно малые величины. Имеем 

xX, а _а+о а _ ba, -аВ, (1) 
уу В +В, В В%+В,)° 

По свойству бесконечно малых величин числитель правой ча- 
сти соотношения (1) есть бесконечно малая величина. Замечаем, 
далее, что значения знаменателя правой части (1) при всех п от- 

личны от нуля и 6(6 +В, = 6? +68, -› 6? #0. Значит, a a — 
N—yoo Nn 

бесконечно малая величина. 

x 
Видим из (1), что переменная —* отличается от постоянного 

Yn 
a 

числа г на бесконечно малую величину. А тогда по лемме 2 зак- 

a, X, 
лючаем, что ъ = lim —*. Теорема доказана. «4 

Пе Yn 

$ 6. Неопределенные выражения 

В предыдущем параграфе ($ 5) мы рассматривали выражения 

xX 

х+у,, ХУ, — (1) 
п 

и, в предположении, что переменные x, и у, имеют конечные 

пределы (и в случае частного еше и lim y, #0) выразили преде- 
П—со 

лы каждого из выражений (1) через пределы переменных x, и у,. 
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Были оставлены без рассмотрения случаи, когда пределы пере- 
менных х, и у (один или оба сразу) бесконечны и, если речь 
идет о частном, когда предел знаменателя равен 0. Из этих случаев 
мы остановимся здесь лишь на четырех, представляющих некото- 
рую важную и интересную особенность. 

х 
1. Рассмотрим сначала частное — и предположим, что обе 

п 

переменные X и у, одновременно стремятся к нулю. Здесь мы стал- 

киваемся с особым обстоятельством: хотя нам известны пределы 

переменных X HY, но о пределе их отношения, не зная конкретных 

законов изменения этих переменных, никакого утверждения сде- 

XxX 
лать нельзя. Предел отношения y. ‚ В зависимости от конкретных 

n 

законов изменения переменных xX и у, может иметь различные 

значения или даже не существовать. Поясним это на примерах. 

1 
‚ Yn =—. Ясно, что Хх, >. Ouy, > 0. Имеем 1) Пусть x, = 3 hl ix 

Yn ИП п 

| 
2) Пусть x, =—, y, Ех, > 0, у, > 0. Имеем 22 = и > +00. 

n n N—yoo N—yoo Vn N—yoo 

| х 
_, xX) > 0, Yn > 0. Имеем —L=§5 => 

ПИ N—)oo N—yoo Vn 

4 

4) Пусть x Су at: x, — 0, у, > 0. Имеем ^^. = (—1)"> 
n п N—joo n 

N—yoo Vn N—yoo 

x, 
В случае, когда x, > и У», >. 0 , говорят, что выражение — 

I] —со и 

0 
представляет неопределенность вида 0: 
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Xn 

2. Рассмотрим отношение y, и предположим, что xX, —> ® И 
п N—oo 

Yn > ®°. И здесь, не зная конкретных законов изменения пере- 
N—yoo 

менных х, и у, нельзя сделать никакого утверждения относительно 

предела их отношения. В самом деле: 

] 
1) Пусть x, =n, у, =n?3 xX, > ®,у, -> ®. Имеем — = — 

N—yoo N—yoo у п 

- x 
=> Ит — =0. 

П—со Yn 

x 
2) Пусть x, =1n?, yy =; X, 9 In > =. Имеем “=n => 

1—yoo Yn 

. Xx 

N—yoo Yn 

3) Пусть x, =4n, y, =n; x, 2 In > =. Имеем: ~2=4 => 
N—yoo Yn 

= lim 22 =4. 
N—}oo Yn 

4) Пусть x, =(3+(-1)")-, y, =п; х, 2 =, Yq — =. Имеем 
N— yoo 

Xn =34 (-1)”" => lim *n = jim (3+ (-1)") не существует. В случае, 
n N—yoco Yn п 

х 
КОГДА Хи — > HY, — ©, говорят, что выражение — представля- 

> n 

oo 

ет неопределенность вида —. 
со 

3. Рассмотрим произведение х„у, и предположим, что Xx, >. 0 

И у, 7 ©. 
N—yoo 

Kak и в пунктах Ти 2, мы сталкиваемся здесь с той же особен- 
ностью. Хотя нам известны пределы переменных xX, и у, HO о пре- 
деле их произведения, не зная конкретных законов изменения этих 
переменных, нельзя сделать никакого утверждения. Об этом свиде- 
тельствуют примеры. 
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1 ] 
1) Пусть x, =. Yn = M3 X, > 0, у, > cc. Имеем x,y, =— > 

n Noo N—y0o n 

= lim(x,y,) =0. 
N—)co 

ll—jo0o 

2) Пусть x, =<, уи=и?; х, > 0,у, > ®. Имеем x,y, =п > 
N—poo 

= lim(x,y,,) = te. 
N—yoo 

3) Пусть x, <4, Yn =N; X, 20, y, — ®. Имеем x,y, =2 => 
п П—со N—poo 

= lim(x,y,) = 2. 
йо 

4) Пусть x, = ( ) > Mn =X, > 0 > Уи > ©. Имеем Xn = 
n N—oco Nl—oo 

= (-1)"=> lim(x,y,,) = lim(-1)” не существует. 
N—yoo N—yoo 

В случае, когда x, 2, Ouy, ‚> >, говорят, что выражение х„у, 

представляет неопределенность вида 0 - ®°. 

4. Рассмотрим сумму X, + у,. Здесь особым оказывается слу- 

чай, когда переменные X, и у, стремятся к бесконечности разных 

знаков. Именно в этом случае о пределе суммы (x, + y,) ничего 

определенного сказать нельзя, не зная самих переменных х, и у,. 

Поясним это на примерах. 

1) Пусть x, =5n, y, =—4n; хи te, Yn > — 2: Имеем 

X, + у, =In-4n=n => lim(x, + y,) =+. 
N—poo 

2) Пусть x, =4n, y, =-Sn; xX, DA +o, у, A-c. Имеем 
li—0o li—oo 

Xn + Yn =-П => lim(x, +у,) = -®. 
N—}co 

3) Пусть x, =N+5, Уи=-П; Хх, Ato, у, > -®. Имеем 
П—со П—)о 

X,+Y, =5 > lim(x, + y,) =5. 
N—yoo 

4) Пусть x, =n+(-1)", уу =-П; xX, +o, y, > —0oo. Имеем 
N—)yoo йЙ со 

х„ + У, = (-1)" => lim(x, + y,) = lim(-1)” не существует. 
fi—)oo N—)oo 
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В случае, когда X, to, Yn > -®, говорят, что выражение 
П—со N—co 

(x, + y,) представляет неопределенность вида co— <. 

Итак, поставив задачу: найти пределы арифметических выра- 

. х 
жений (x, +у,), х,у,, — по пределам переменных Xx, и у,, мы 

Yn 

нашли четыре случая, когда этого сделать нельзя. В этих случаях при- 

ходится, учитывая законы изменения переменных X, и у, , непос- 
редственно исследовать интересующее нас выражение. Такое ис- 
следование получило название раскрытие неопределенностей. Следует 
отметить, что раскрытие неопределенностей не всегда бывает та- 
ким простым, как в приведенных выше схематических примерах. 

Примеры на нахождение пределов 

Пример 1. Найти lim RE +1 vn) . 
П—со 

> Мы имеем здесь неопределенность вида: co — eo . Преобразу- 

ем разность (Vin +1 -vn), умножая и деля ее на сумму корней 

(Jn +1 + Vn) ‚ Получим 

(Vn +1-<n) (Vn+1+vn)_ i 

(Vin +1+n) Муна 
Vn+1-Vn = 

. | 
Следовательно, lim (Jn +1 — Мп = lim ——— 

, lim ( ) noe In+ledn 

на, обратная бесконечно большой, является бесконечно малой ве- 
личиной). 4 

Пример 2. Найти lim Vn (vn +1 -У} . 
Пс 

=0 (величи- 

» В примере | было показано, что Шт (М +1- М ) =0. Следо- 
П—со 

вательно, мы имеем в примере 2 неопределенность вида: <®.0. 

Умнохжая и деля заданное выражение на сумму (М +1+ Vn) ‚ по- 

лучим Уи (vn +1 - Vn) = И ‚ Здесь мы уже пришли к нео- 
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со 

пределенности вида —. Делим числитель и знаменатель полу- 
со 

] 

| 
ченного выражения на Jn. Получим ,jl+—+1. Очевидно, 

n 

ет «т! = im J++ =1. А тогда нех |= и, 
n n N—yoo N—yoo n 

—| 
nse 

следовательно, lim Vn (vn +1 - Vn) = Г. < 
по 2 

2 n 

Пример 3. Найти lim [eata +... +а 
ры Me МГИ < 1. 

] n+l 

№ Так как 1+2+а2+... 4a" = , 146467 +... +5" = 
_а 

1 — р” 

= ‚ TO 

1-6 
1-а”"Н 

1+а+а2 +... +a" 1-а 
lim = lim = 
ne l+ b+ +. +b" ИИС 

1-6 

+1 
_1-6 1 а 1 
Та 1-limb"! =a’ 

N—)oo 

ибо lima”*! = 0, lim 6"*' =0 (было показано ранее, что если [9] <1, 
N—joo 11—yoo 

то q" — бесконечно малая величина). | 

п п? п? п? 

2 22 — 12 
Пример 4. Найти lim Г. + a +... + or) . 

>» Установим сначала, что 

K(k +1)(2k +1) 
74274... +(-1)2 +k? = с 

где К — любое, KEN. 
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1.2.3 
При k=1 имеем: 12 = ‚ т.е. | =1; равенство (*) верно. 

Допустим, что равенство (*) верно при А =т (тЕ М, т>1), т.е. 

т(т + 1) От + 1) , 
7427 4 0 +12 = 

6 
Но тогда 

2+22+... +m? +(т+1)? = тт + ето + (т+1)2 = 

_ (т+0(т+ 2) [20m + 1) +1] 

6 

Видим, что переход OT тк т+1 сделан. Значит, равенство (*) 

верно для любого Ke М. В частности, при К =п-1 будет 

Р +224... +(1-1 = МОИ 
6 

А тогда 

2 2 — 2 — . . — 

lim Ves ep MED" | т @ ED On) _ 
nol non? из N—yoo биз 

1. | ] 1 tials) >a) 
Пример 5. Найти lim Stet + | 

N—yoo 

№» Обозначим 

13 5 2n-3 21-1 
5 ==+— ++... + + > 

n 2 22 23 ‘ee 2"-1 on 

] ] 3 21-5 21-3 21-1 
> —-5, = —+—+...+ + + . 

2 22 23 21-1 Qn qntl 

A тогда 

s, 45 244(2-1), (2-3 )4 04 
п 2 n 2 22 22 23 23 вое 

ca =] 2n-1 
+ — 

Qn Qn ~ qntl 
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И ty yb) 
7" 9 2 22 ° qn-l quel 

-1+(1 11 | 21-1 _ 
= S, =I1+ тт * 5-2 т 

И 
=14 qr! _ 21-1 

12” 

Имеем Шт $, = ит (1+2- 2+} Но lim = 0; 
N—yoo N—joo 2"-2 2" дн 

lim —- =0. Покажем, что и lim — =0. В самом деле, имеем 
n—yoo DM Noo DM 

nen n eg 2 

2" +l)" pag AMD, у ED oane-d 2 ... 2 

Из того, что < и т =0 заключаем: lim =, =0. 
— й —со — И со 

А тогда 

. ] n 

Him Sy = 3~ im sy — 2m >5-+ im 55 = 3. 4 

Пример 6. Найти lim | — | | | . | + . 
п-—® | |. 1.2“ 2.3 *3 4* ("Пя n(n+1) 

>» Обозначим выражение, стоящее в квадратных скобках через S . 

Имеем 

= 41-1] [1-1]. + 
" 2 2 3 3 4) ^^ 

( | а С ] 
+| ——--— 1+1 -- => 

п- on п n+i 

| 
А тогда lim 5, =1- lim——=1. 4 

П—оо no N+ | 
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$ 7. Теорема Штольца и ее применения 

_ Xx 
Для определения пределов неопределенных выражений y, типа 

n 

со 

— часто бывает полезной теорема Штольца. 
oo 

Теорема. Пусть имеются две переменные x, и Y,. Пусть 

у, — +o, причем у, — возрастающая, хотя бы начиная с неко- 
ll—yoo 

торого места, т.е. у. > У, при n> N,. Тогда, если существует ко- 

нечный или бесконечный 

ох -х_ 
lim —2— , (1) 
п Vn — Ун-1 

ох ПО РИ то существует и lim —2, причем lim —2 = lim ——L. 
N—)oo Yn l1—}co Yn И—со Yn — Yn-\ 

|. P 7 lim 2 "el = 7, где /— } I. Рассмотрим сначала случай, когда lim =/, где 
п Vn — Ул 

конечное число. Возьмем => 0 — любое, сколь угодно малое. Так 

l=li Xn ~Xn-1 0 N > 
как {Е = hm ‚ ТО ВЗЯТОМУ E> отвечает номер такои, что 

п Vn — Ул-1 

для всех п > № будет 

Xn — Xn-1 

Yn — Ур 

€ € 
<5 или 1-5 < —/ An Ап «+, 

Yn — Уп- 2 

если п> № (можно считать, что М > N,) У нас, по условию, для 

всех п > № (> М,): y, -у,1 >0. Поэтому можно написать 

(1-5 Jo, —Yn-1) < Хи — Xy-1 < [о — Yn-1) 

для любого п, удовлетворяющего условию: n> №. Следовательно, 

в частности, 

[оны — Ум) < Хм —Хм < [о —Ум), 
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6 € 
[1-5 Jones — Ум) < Хм+2 — Хмы < (1+ 5 Jom —Умы), 

[1-50 — Yn-2) < Xn-1 = Xn-2 (+50 — Yn-2) ’ 

[ -5 ©. — Ул-1) < Xn - Хи < | +5] —Vn-i). 

Сложив соответствующие части этих неравенств, получаем 

[1-50 —Ум) <х„ -Хм <(+5 Jo. Ум), 

для любого n> М. Значит, 

€ xX, -х [--< n N 

2 Yn — YN 2 

если п > №. Напишем теперь тождество (которое легко проверить 
непосредственно) 

Жи бм fy _ Yn | [Жму | (2) 
Yn Yn Yn Yn — Ум 

Из (2) находим 

№ _ |< хмм] › || _ Ум. |x, - x _/\. 

У | Yn Yn | [У — Iw 

Так как 0 <2“ <1 при n> М, то || -У№| <1. Следовательно, 
Yn Yn 

Xn |< [xu Yu [Xn = Хм _/, еслип> М. (3) 
Yn Yn | [Yn — Ум 

— Ум x 
По условию у, — +0. Значит, =№ — 0. Значит, взятому 

ПИ — со Yn N—yoo 

e>Q отвечает номер WN, такой, что для всех n>WN, будет 

[хм - бы Е 
у | 2 
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Xn м ck 
[У — Ум 

жим N = тах {N,N,}. Тогда из (3) следует, что для всех n> М 

Ранее было получено: для всех n> № . Поло- 

х 
Fs —( <<. А это означает, что 
Yn 

. x 
/=lim— 

йо У 

Ц С t ae e Xn — Xp} _ _ 

. Случай, когда lim = oo, Приводится к рассмотрен 
п Vn — Yn-l 

ному случаю I. Пусть, например, 

(ОХ, —Xy_ 
lim >И = 4.00, (4) 
п Vn — Ул 

Из этого следует, прежде всего, что, начиная с некоторого мес- 

та, т. е. при n> WN,, будет xX, — хи-1 > У, - Ул. Следовательно, вмес- 

тес Yn И XxX — +oo, Причем переменная Xn возрастает с возраста- 

П—со 

нием п. В таком случае, доказанную теорему можно применить 

Ут. . Из (4) находим lim Уп = Ут 
Xn п X, — n-l 

дел существует и конечен). А тогда по доказанному в пункте | 

Хх 
существует lim —4 Yn ‚ причем lim — Jn = 0), Следовательно, lim —^ = +0, 

п Хи п X,, п У» 

к обратному отношению =“ =0 (пре- 

а это и требовалось доказать. 4 

1 +22 +... tn? 
nP?! 

Пример 1. Найти lim ‚где рЕМ. 
П—<о 

>» Положим x, =1 +2? +... +1Р, у, =пРН. Имеем: 

x п -х и = (1? +2? +... +1?) — 

(2 +2Р+... +(n-1)?)=n?, 

Yn — Yn =P" - (п- 17 = 

61



= nPtl -| nr —(pt+ Гир + Prue ne! _ 

(p+l)p(p-1) р- + _ 7 ПР? +... + (-1)2 ‘|= 

=(p+l)n? (р DP ,0-" +... + (-1)Р = 

_ р _(ptlp 1 (pt ip(p-!) 1 _ (-1)? =n |+ 2 + ет = р , 

Следовательно, 

. Xx . Х-Х,. 
lim 2 = lim —2—2 = 
п У, ПУ, — У 

= Ит. 
(p+ - ОРТ — +e S| p+l° < 

2 n ПР 

Пример 2. Пусть последовательность {4,},.. имеет предел (ко- 

ПЕМ — 
нечный или бесконечный). Пусть 16, } =| 

n 

а +a, +... “Au 

neN 

(5, есть “среднее арифметическое” первых л значений перемен- 

ной a,,. Доказать, что lim 4, = Ита,. 
й—=> N—joo 

№ Положим xX, =а +4), +... +а,; у, =n. Имеем: 

Xn ХХ. lim 6, = lim —2 = Им >И = 
lI—)0o N—)oo Vn /1—)yoo Vn — У 

ри (а +a, +... ча +4,)—(Q, +4, +... +4,_)) _ 

По п-(п-1) 

® а ® 

= lim — = Ита,. 
N—)co П—со 
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$ 8. Монотонные последовательности. 
Признак существования предела 
монотонных последовательностей 

Определение. Пусть имеется переменная х, , пробегающая пос- 

ледовательность значений 

м, X75 ..., Хр, ... . (1) 

I, Если при всех пе М оказывается, что X,, < X,4,, то перемен- 
ная х, называется строго возрастающей. Переменную X,, называ- 

ют неубывающей или возрастающей в широком смысле, если для 

всех née М оказывается xX, < х/.1. 

Il. Если при всех пе М оказывается, что X,, > X,,,;, то перемен- 

ная X, называется строго убывающей. Переменную xX, называют 

невозрастающей или убывающей в широком смысле, если для всех 

ПЕ М оказывается X, >х,.1. 
Переменные всех типов, перечисленных выше, изменяются 

в одном направлении. Они объединяются под общим названием 
монотонных. По отношению к монотонным переменным имеют 
место следующие теоремы. 

Теорема 1. |. Если переменная x, — неубывающая (в частно- 

сти, строго возрастающая) и ограничена сверху, то она имеет ко- 
нечный предел. 

2. Если переменная х, — неубывающая (в частности, строго 

возрастающая) и сверху не ограничена, то xX, > +0. 
n—oo 

} |. По условию числовое множество {Хи bien ограничено 

сверху. Но тогда, как мы знаем, существует точная верхняя граница 

множества {x,, ben . Пусть а =sup {x, } ем . Ясно, что при всех пеЕ М 

будет: 

х, Sa. (2) 

Возьмем > 0 — любое, сколь угодно малое и рассмотрим число 

а-=. Так как а-=<а, то по свойству супремума на множестве 

{x,, ben обязательно найдется элемент Xy такой, что будет: 

хм >а-е. Так как переменная x, — неубывающая, то при n> N 

будет x, > хм , a, следовательно, при n> N будет 

X, >а-е. (3) 
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Заметим, что при п > N будут выполняться одновременно оба 

неравенства (2) и (3), т.е. прил> Мбудет а-=<х, <а, азначит, и 

а-=<х, <а+:. А это означает, что а = lim х,. 
п—> 

2. По условию, числовое множество {x,} _., сверху не ограни- 

чено. Это означает, что какое бы большое число М > 0 ни взять, на 

множестве {x,} _ обязательно найдется хотя бы один элемент 

хм такой, что будет хм > М . Так как переменная х, — неубыва- 
ющая, то прил > Мбудет x, > хм , a, следовательно, при n> М будет 

X, > М.А это означает, что lim x, = +°°. 4 
И —}co 

Теорема 2. 1. Если переменная x, — невозрастающая (в част- 
ности, строго убывающая) и ограничена снизу, то она имеет ко- 
нечный предел. 

2. Если переменная xX, — невозрастающая (в частности, стро- 

го убывающая) и снизу не ограничена, TO xX, > —®. 
N—co 

> 1. По условию числовое множество {x,} _, ограничено снизу. 

Но тогда, как мы знаем, существует точная нижняя граница множе- 

ства [х„} ey: Пусть В = inf {хи} к. Ясно, что при всех пе М будет: 

x, 26. (4) 

Возьмем = > 0 — любое, сколь угодно малое и рассмотрим число 

+=. Так как 6+¢€>6, то по свойству инфимума на множестве 

{Xn} м Обязательно найдется элемент Xy такой, что будет 

Хм <6б+е. Так как переменная x,, — невозрастающая, то прил > N 

будет х„ < хм , a, следовательно, при n> М№Мбудет 

X, <O+E. (5) 

Заметим, что при п > М будут выполняться одновременно оба 
неравенства (4) и (5), т.е. при п > М будет 

b<x, <Ь+в, азначит, и b-E< x, <b+E. 

А это означает, что р = lim x, 
N—oo 

2. По условию числовое множество {X,},.y снизу He ограни- 
чено. Это означает, что какое бы большое число М > 0 ни взять, на 
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множестве {x,} _. обязательно найдется хотя бы один элемент 

хм такой, что будет ху <-М . Так как переменная x, — невозрас- 

тающая, то прил > М будет x, < хм , а, следовательно, при п > N 

будет: x, <-М.А это означает, что lim x, = —о. 4 
п 

Замечание. Все утверждения теорем | и 2 остаются в силе и для 
переменной, которая становится монотонной, лишь начиная с неко- 

торого места, т. е. при п > №., №. Е М (ибо — без влияния на предел 

переменной — любое число первых ее значений можно отбросить). 

n 

Пример 1. Найти lim om (а>0). 
n—-o И! 

№» Если О<а<1, то а" — бесконечно малая величина. Поэто- 

п . а 
му ясно, что lim —= 0. Ясно также, что при а =1 будем иметь 

П—оо И! 

п ._ | а 
lim — = 0. Пусть теперь а > 1. В этом случае отношение — пред- 
nro П! n 

oo а" 

ставляет неопределенность —. Обозначим — 2. Имеем 
со п! 

а а 
Xnaj = . 
ml (п+1 onto ИЕ" nal 

Заметим, что как только 12 +1><a (т.е. как только п>а-1), так 

переменная xX, становится строго убывающей. Отметим, далее, что 

переменная xX, ограничена снизу (например, числом 0). Следова- 

тельно, по теореме 2 переменная х, имеет конечный предел. Обо- 
значим этот предел через с. 

Для того, чтобы найти его, перейдем к пределу в равенстве 

а 

п+1` 
Так как х„., пробегает ту же последовательность значений, что 

и х, (сточностью до первого члена), TO х„.: имеет тот же предел с. 

Будем иметь, следовательно, 

Хы = Хи ° 

lim хи = lim x, ° lim @c=c:0>c=0, 
N—}oo N—)oo п f] + 
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Таким образом, и в случае, когда а > 1, имеем 

. a" 
Пт — =0. q 
п ПП: 

Пример 2. Пусть переменная х, задана следующим образом: 

x, = V2, x, = 2+ х, = 2+ р + В,..., 

х, ++ ++, 

Требуется найти Итх,. 
N—yoo 

» Замечаем, что х, =V2, X2 = \/2+х, ‚ № = ./2+х, ‚.... Хим = 

= /2 +X, . Ясно, что переменная x, строго возрастающая, ибо 

Xp < Х> <Х; <... <Х <Х < .... 

В самом деле, имеем x, = \/2(> 0); x2 =./2+х > \2 ‚т.е. >; 

X3 = 2+ x, > \/2+х, ‚т.е. X3 > X2,°°* . Имеем x,, = J2+X,- . До- 

пустим, что х„>х,: Но тогда хи = \/2+х, >V2t+Xqp-1 > т.е. 

Хин > Хи. Видим, что переход OTK п +1 сделан. Значит, неравен- 

ство х, < х„.1 верно для любого пе М. Имеем, далее, x, = J2 <2; 

x) = J2+ x <J2+2=2: Хх = {2+ x, <J2+2=2:.... Допустим, 

х, <2,aTOMa X,4) = 2 +X, <¥2+2 =2. Видим, что переход от п 

к п+1 сделан. Значит, неравенство xX, <2 верно для любого пе М. 

Таким образом, показано, что переменная х, возрастающая и ог- 

раничена сверху. Следовательно, по теореме | переменная х, име- 

ет конечный предел. Обозначим этот предел через с. Для того, что- 

бы найти его, перейдем к пределу в равенстве x =2+x, (у Hac 

Xn) = J2 +X, ). Получим, таким образом, что с удовлетворяет квад- 

ратному уравнению: с? =2+с. Уравнение это имеет корни разных 
знаков, но интересующий нас предел не может быть отрицатель- 
ным, следовательно, равен именно положительному корню: 

| | = — D 2=2 Cc 57 4“ . 
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$ 9. Число е. Натуральные логарифмы, 
их связь с десятичными 

Определение. Числом е называется предел переменной 

x, (142), (1) 
nN 

при л натуральном, стремящемся к бесконечности. 
Чтобы оправдать это определение, надо установить, что у пере- 

n 

менной xX, = [ + 7 существует конечный предел при п —› oo. Мы 
n 

установим, что lim xX, существует, конечный, если покажем, что 
П—)со 

переменная х, — возрастающая и ограниченная сверху. 

} |. Покажем, что переменная xX, — возрастающая. 
Применяя формулу бинома Ныотона, л член последовательно- 

сти {х„} к MOXHO написать в виде 

п 

xX; ar стаи. ee) т 

n n 2! n? 

n(n—1)(n—2) 1 n(n—1)(n-2)...[n-(K-l] 1 
+ 31 т ... + kl ЕТ . + 

„пт и-2)... и-и- 0] т 

п! п" ’ 
ИЛИ 

reli etfi-2)(2)e 
Зе. = 

+2 (i-4)(1-2)... (1-824) 
Аналогично для (+1) -ro члена последовательности {х,} 

ПЕМ 

находим 

= 2+1 Г +t 1 1-2 +... + 
" 2! n+1] 3! n+l n+l 
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ттт (яз | (a (3) 
п! n+l n+ n+ 

] | 2 n 

ета (яз. (т 
Заметим, что правая часть соотношения (2) имеет п слагаемых, 

а правая часть (3) имеет (л+1) слагаемых. 

Сравнивая xX, и X,4);, видим, что первые слагаемые в правых 

частях соотношений (2) и (3) одинаковы, второе, третье, , 7-e слагае- 

мое у X,,, больше, чем у x, , ибо 

(СН 
(С) 

Кроме того, в составе X,,, имеется еще (п+1)-е слагаемое, 

которого в составе X, нет и которое является числом положи- 

тельным. Значит, X,, < X,,,, для любого пе М, и, следовательно, пе- 

ременная х, — возрастающая. 

2. Покажем теперь, что переменная X,, ограничена сверху. Для 

этого снова воспользуемся формулой (2). Заменим все разности, 
стоящие в скобках в правой части этой формулы, на единицы, от- 

чего правая часть увеличится (ведь каждая такая разность меньше 
единицы). Получим 

+ +1 + i 
" 2! 31 7 kb ot? 

Ho 

2!=2:3!=1-2-3>2-2=27; ...;А!> 2a: ...; 112" = 

1 otto] 11 1 => —=--<—,.... < —— 5... < . 21 2731 2? КА р 271 
Поэтому и подавно 

2 1 1 
Хх, < 175" ... Тк * ... Ти. 
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Так как 

| | 1 1] 
+ +... + <=+—-+—-+... + 
Вет РЕНИ 

] 
+—+—+... |, 

2-1 qn 

то получаем x, < 3, для любого пе М, т.е. переменная X,, ограни- 

чена сверху. (Из формулы (2) видно, что X,, => 2 и, следовательно, 

2<х, <3 при всех ne М.) 

Итак, показано, что переменная xX, монотонно возрастает 

и ограничена сверху. Поэтому существует конечный lim x, , вели- 
И—о 

чина которого заключена между 2 и 3. Этот предел обозначается 
буквой е. 4 

Число е играет большую роль в математическом анализе 
и его приложениях. Доказано, что е — число иррациональное. Име- 
ются приемы, позволяющие вычислить любое число знаков в его 
представлении бесконечной десятичной дробью. При этом уста- 

новлено, что 

е = 2,718281828459045.... 

| 
Рассмотрим теперь переменную y,, =|1+— | ‚где x, — по- 

т 

ложительные числа, > 2 (X,, — не обязательно целые). 

Справедливо утверждение: если lim x,, = +00, TO 
IMN—joo 

Хт 

lim|l+—| =е. 
т—ео Xm 

} |. Рассмотрим сначала случай, когда все значения перемен- 

ной X,, являются целыми положительными числами. Возьмем 

= > 0 — любое, сколь угодно малое. 

1’ 
Мы знаем, что lim | +— | =e. Значит, взятому ¢ > 0 отвечает 

И—усо И 

номер такой, что для всех п > М№ будет 

] 1 

| = —el<e. 
n 
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По условию lim x,, = +< . Поэтому можно утверждать, что, начи- 
то 

ная с некоторого места, т.е. при т> М (MeN) будет: x, >N. 
У нас, по предположению, все значения переменной х„ — целые 
положительные числа. Поэтому при всех т > М будет иметь мес- 
то неравенство 

] 
А это означает, что lim} 1+ — 

M—)oo Xm 

ll © 

Отметим, что даже в рассмотренном случае переменная х„ не 

обязательно монотонно возрастающая. 
2. Пусть теперь значения переменной х„ — положительные 

числа, > 2, не обязательно целые. 

Пусть си = E(x,,) (а„ — наибольшее натуральное число, удов- 

летворяющее неравенству: O,, < хи). Ясно, что ми 22; “и > +, 

если хи — +. Имеем 

| ] | 
a, -l<x, <a,+1= —>—>———_ > 

м пом и ох Om +1 

> 1+ | >1+—>1+ 
On —1 т On +1° 

А тогда 
On +! | Xm | om 

|1+—— >11+—| >| 1+— |. (4) 
On —1 т a, +1 

Имеем 

о +1 On! 2 

r¢— tte fe ›е.1=е: 
| a, —! On —! mes 

———ъе ——| 

On +1 

1 ia | 5] 1+ 7 = = —— oe. 

Om 1+ 
On +1 
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А тогда из (4), по теореме о сжатой переменной, находим 

1 \" 
lim | 1+—— =е. 
те Xm 

Подчеркнем еще раз, что здесь переменная х„ — любая стре- 

мящаяся K +°°. (х„ может и не быть монотонной). 4 

Некоторые свойства числа е, которые будут установлены поз- 
же, делают выгодным выбор этого числа в качестве основания для 
системы логарифмов. 

Определение. Логарифм числах (x > 0 ), вычисленный по осно- 

ванию е, называют натуральным логарифмом и обозначают знаком: 

шх (без указания основания). 

Установим связь между натуральным логарифмом числах и лога- 

рифмом этого числа по основанию а (а>0, а*1). 

Имеем x =е" Хх, Прологарифмируем это равенство по основа- 
нию а. Получим 

log, x = шх. 105. e 

(log, € — модуль перехода). В частности, если а = 10 ‚то будем иметь 

lex =Inx-Ige=MInx,me М =ве= 0.434294.... 

Такова связь между десятичными и натуральными логарифмами. 

$ 10. Принцип выбора Больцано — Вейерштрасса 

Теорема. Из всякой ограниченной последовательности 

Xn nen (1) 

можно выделить такую подпоследовательность {x1 en ‚ KOTOPaA 
р 

стремится к конечному пределу. 

(Например, у последовательности: |, —1,1, —1,..., (-1)",... нет 

предела, но мы из нее можем выделить две подпоследовательнос- 
TH: I, 1, 1,..., Ь... И -l, -Ъ -1,..., -Ъ... , Каждая из которых имеет 

конечный предел.) 
» По условию последовательность (1) — ограниченная. Значит, 

существуют два конечных числа ау и by такие, что при всех пе М 

имеет место неравенство: 4) SX, Sh, т.е. при всех пеЕМ: 

Хи Е [2,4]. 

п



Разделим промежуток [4,5] пополам. Хотя бы в одной поло- 

вине этого промежутка будет содержаться бесконечное множе- 

ство элементов последовательности (1) (так как иначе во всем 

промежутке [4,45] их было бы конечное число). Обозначим эту 

половину через [a,,5,]. (Если обе половины промежутка [45,5] 

содержат бесконечное множество элементов последовательности 

(1), то через [a,,5,] обозначаем любую, но только одну из них.) 

by — a 
2 

Ясно, что & —a, = и что 4 $a, <5 <b. 

С промежутком [a,,5,] поступаем также, т. е. делим его пополам 
и берем ту из половин, которая содержит бесконечное множество 
элементов последовательности (1). Обозначаем эту половину через 

[а›, 65]. Ясно, что by —а> А и что dy Sa, Sa,<b sb Sh. 

Продолжая этот процесс, мы получим две бесконечные после- 

довательности. 

а, @1, Az, ..., ак, (Ag SA, за. <... за, <...) (2) 

by, By, by, .... 6»... = Oy 2 by > uu. 2H, Deu). (3) 

_а 
Заметим еще, что b -— a, = и ,k=1,2,.... 

Последовательность (2) — неубывающая и ограниченная сверху, 

например, числом by; последовательность (3) невозрастающая и 

ограниченная снизу, например, числом а%. Значит, обе эти после- 

довательности имеют конечные пределы. 

Пусть lim а, =c (с — обозначение предела последовательнос- 
—)со 

ти (2)). Имеем & -а, 7 => b =a, A Так как 

tim 2= 09-0 
—)oo ak ? 

, , . В -а 
To lim & = lima, + lim ~~ =c+0=c. 

Видим, что последовательности (2) и (3) имеют один и TOT же 
конечный предел с. Покажем теперь, что из последовательности 
(1) можно выделить подпоследовательность 
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Хип, Хп»› e009 Xn oo (4) 

такую, что lim Xn, =С. 
k —y00 

В самом деле, из элементов последовательности (1), попавших 

в промежуток [a,,6,], возьмем какой-нибудь один. Пусть это будет 

Xn, . Так как элементами Xj, X25 ....Х„, последовательности (1) (даже 
если все они попали в [a,6,]) не исчерпывается множество всех 

элементов последовательности (1), которые попали в промежуток 

[a,,5,], то в [42,65] имеются x, такие, у которых номер п>п.. 

Возьмем какой-нибудь один из них. Пусть это будет Xp, . Итак, 

Xn, € [42,6], причем п, > п. 

Аналогичным образом можно найти Х„ такой, что Хи, € [23,55] 

и л; > nz. Продолжая этот процесс, мы придем к последовательности 

Хи,» Хи, › Хи, › ooo Хр» (4) 

такой, что My < п. <3 <... < My <... И при всяком k: Хи, Е [4,4%]. 
Выделенная из (1) подпоследовательность (4) будет требуемой, 
ибо при всяком &K: 

а; <х,, <b, a ИП a = lim & =с. 

Значит, по теореме о сжатой переменной lim x, =с. 4 
К F 

$ 11. Общий признак сходимости 
числовых последовательностей (критерий Коши) 

Теорема. Пусть имеется последовательность 

{Xn } ск ° (1) 

Для того, чтобы последовательность (1) имела конечный пре- 
дел, необходимо и достаточно, чтобы каждому числу $ > 0 отвечал 

номер N такой, что как только n> № и т > М ‚, так сейчас же 

Xn -хи| <=. (2) 
» Необходимость. Дано последовательность (1) имеет конеч- 

ный предел. Пусть / = lim x, (/— конечное число). Возьмем => 0 — 
И—о 

любое, сколь угодно малое. Так как / = Итх,, то взятому => 0 
N—yoo 

as & 

отвечает номер М такой, что при всех п > № будет: Ix, _ | <= 5. 
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Пусть л> М ит>М (п,тЕМ). Имеем 

Xn — хи = (х„ -1+(1-хи) > [Xn — Xm] |х, — + | - en] 

Tak Kak |№-1<5 и И Xml = bin -Й < =, если п>Мит>М, 

то |X, -х„|<= при п> М ит > М. Необходимость доказана. 
Достаточность. Дано: любому числу $ > 0 отвечает номер № 

такой, что как только n> № и т > М ‚, так сейчас же 

= 
5. (3) 

1. Покажем сначала, что при этом условии последовательность 

[Xn —Xm| < 

{Xp } ем — ограниченная. Действительно, возьмем любой номер 21, 

удовлетворяющий условию т > N и обозначим его через my (но- 

T 3 : мер ту закреплен). Тогда из условия (3) следует Ix, —Xn,| < 5 при 

всех n> №. Имеем 

Xn = (Xn —Xny) + Xm => [Xnl <|x, - т | + Ха | > 

ы 
> |х,| < мы 

при всех n> №. Этому неравенству могут не удовлетворять лишь 

х, х>, ....Хм (или только некоторые из этих значений переменной 

X, ; ВО BCAKOM случае их будет конечное число, меньшее или рав- 

ное №). Поэтому приходим к заключению, что переменная x, — 

ограниченная. 
Мы знаем, что из любой ограниченной последовательности 

можно выделить подпоследовательность, имеющую конечный пре- 
дел. Пусть этой подпоследовательностью будет 

Хи, Хи» 009 Хи, › =. (4) 

и пусть х,, 2 f ({— конечное число). 

2. Покажем теперь, что последовательность (1) имеет своим 
пределом именно это число /. 

У нас по условию любому => 0 отвечает номер М такой, что 

€ 
если n>N um>WN,to Xn — Xml <5 
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Так как м, и + со ‚, ТО ПО числу N можно указать номер К та- 
—)оо 

кой, что при всех А > К будет n, > №. Следовательно, для любого 

п > № и при всех К > К будет 

Е € € 
Ix, -%n, [<5 ИЛИ Xn, -5< Хх, < Хи, т. 

Перейдем в этом неравенстве к пределу при А — oo. Будем иметь 

для любого п, удовлетворяющего условию n> №: 

Е = Е 
5х 51+ > № -155 

и, следовательно, |x, -Й<= при всех п > №. А это означает, что 

f=limx,. <q 

Заменание. Было доказано, что для сходимости последователь- 

ности {x,} _., необходимо и достаточно, чтобы любому = > 0 от- 

вечал номер Мтакой, что как только т > № UW n> М ‚ так сейчас же 

|x, -—X,|<€. 

Пусть для определенности m>n (n> М). Положим m=nt p, 

где рЕМ. Тогда хи -х, =Xnep —Xy, и, следовательно, критерий 

Коши может быть сформулирован так. Для того, чтобы последова- 

тельность {x,} к Имела конечный предел, необходимо и доста- 

точно, чтобы для любого € > 0 можно было указать номер Мтакой, 

что при всех п > № и при любом pe М имело бы место неравен- 

ство [Хр — X,| <=. 

Пример 1. Пользуясь критерием Коши, доказать сходимость 

1 1 | 
где x,, 21452 +32 + ... ts последовательности {х,}, 

n eN? 

» Возьмем €>0 — любое, сколь угодно малое и рассмотрим 

разность | po х, |. Имеем 

5 + 5+ ... + 5 
(n+1)° (n+2) (1+ p) 

[Хр ~ х, = 

15



| ! | 
(n+l)? “+2: Tow "тер . 

| 
ии)“ и +2) (itp-Diitp) 

_ 1 | + i 4 + 1 4 +4 

п n+l n+l n+2 n+2 n4+3] 

( ] | | ] | 
+ _ =--——<- 

п+р-1 n+p] п n+p тп 

при всех рЕМ. Таким образом, получили: при всех рЕМ 

| nop a] <. 
| | | 

Рассмотрим неравенство: —<= => п>-. Если положить 
n = 

] | 
N= :( ‚ то при всех п > № будет -— < $, а, следовательно, при 

€ n 

всех n> N и при любом рЕМ и подавно будет |хХ„ „р -х, | <$. 

Вывод: заданная последовательность {Xx,} _., сходится. 4 

Пример 2. Пользуясь критерием Коши, доказать сходимость 

последовательности С =] 5 + 52 + 53 т 

>» Возьмем = > 0 — любое, сколь угодно малое. Имеем 

sinl $512 5т3 sin "| 

neN 

_|sin (n +1) й sin (7+ 2) sin (1 + p)| 
_ = < 

|+ р Хх, | qntl qu+2 _ qntp | 

[sin (7 +1] [т (и + 2)| lsin (1 + p)| 
< quel + 2"+2 +... + Dit p < 

] | | 
quel + 2п+2 +... + Qn+p 

< 

1° pret | 
< + +... + + — 

2"+1 2"+2 Qutp qutl+p 
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при всех рЕМ. Таким образом, получили: при всех рЕМ 

| 
Xnep -х,| < 5” Рассмотрим неравенство 

1 ] Ine 
— <= => 2">- >nin2>—-Ine > n>-— 
2" & In2 

(считаем 0 <=<1). Положим М = =; } Тогда при всех п > № 
n 

| 
будет: >" <€,a, следовательно, при всех n> N и при любом pe М 

и подавно будет |х„,„-х,|<=. 

Вывод: заданная последовательность Хи} ск сходится. «4 

Пример 3. Пользуясь критерием Коши, доказать расходимость 

neN 2 3 п 

| 
>» Возьмем = — любое, удовлетворяющее условию 0 <=< 4 и 

1 | | 
последовательности {x,} _. = | +++. +-р 

ПЕМ 

рассмотрим разность |х,„„-х,|. Имеем 

= + +... + 
n+1 n+2 n+p 

1+р 

[Хр — x,| 

Здесь в правой части имеется р слагаемых, — наимень- 

шее из этих слагаемых. Если каждое слагаемое в правой части за- 

менить на наименьшее, то получим |+ - х, | > Pp ‚ откуда при 
n+ p 

l 
р =п будем иметь [хи +р -х,| > 5 > &, для всех п. 

Вывод: заданная последовательность {x,} _. расходится. 4



Глава 3 

ПОНЯТИЕ ФУНКЦИИ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ. 

ПРЕДЕЛЬНОЕ ЗНАЧЕНИЕ ФУНКЦИИ. 

НЕПРЕРЫВНОСТЬ 

$ 1. Понятие функции 

В науке и практической деятельности нам приходится встре- 
чаться с величинами самой разнообразной природы: время, длина, 

площадь, объем, вес, масса, температура и т. п. Любая из этих вели- 
чин, смотря по обстоятельствам, то принимает различные значе- 
ния, то лишь одно. В первом случае мы имеем дело с переменной 

величиной, а во втором — с постоянной. 
Мы сказали “смотря по обстоятельствам” Этим мы хотим 

подчеркнуть, что одна и та же по наименованию величина 

в одних условиях может быть постоянной, в других — перемен- 
ной. Например, если речь идет об объеме, то объем комнаты, 
в которой мы находимся, — постоянная величина, а объем ре- 

зинового шарика во время наполнения его газом — перемен- 
ная величина. 

В математике, однако, мы отвлекаемся от физического смысла 
рассматриваемой величины, интересуясь лишь числом, которым она 
выражается; физический смысл величины снова приобретает важ- 
ность, лишь когда занимаются приложениями математики. Таким 
образом, для нас переменная величина (или короче — леремен- 
ная) является отвлеченной или числовой переменной. Ее обозна- 

чают каким-либо символом (например, буквой x), которому при- 
писывают числовые значения. 

Переменная считается заданной, если указано множество Х = {x} 
значений, которые она может принять. 
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Постоянную величину (короче — постоянную) удобно рассмат- 
ривать как частный случай переменной; он отвечает предположе- 
нию, что множество Х= {x} состоит из одного элемента. 

Пусть имеются две переменныехи у. Пусть переменная х изме- 
няется на множестве X = {x}, а переменная у— на множестве Y= {у}. 

Если каждому значению переменной х из множества Х = {x} по 

определенному закону ставится в соответствие некоторое число у 

из множества Y= {у}, то говорят, что на множестве X = {x} задана 

функция y = у(х) или у = f(x). 
При этом переменную х называют независимой переменной или 

аргументом функции; множество Х = {х} — областью задания фун- 

кции; множество Y= {у} — областью изменения функции. 

Приведем примеры функций. 

1. у=х?. Эта функция задана на множестве YX = (-o, +2). 

Множество значений этой функции Я = (0, + 0). 

2. у= v1 ~x* . Функция задана Ha множестве Х = [-1, |]. Мно- 

жество всех значений этой функции У = [0, |]. 

3. Функция Дирихле 

_ |0, если x — иррациональное число, 

7 |, если х — рациональное число. 

Эта функция задана на множестве Х = (—co, + cc) , а множество 

всех ее значений Усостоит из двух чисел: 0 и 1. 

+1, если х>0; 

4. y=senx={0, если х=0; (Обозначение sgn происходит 

-Ь если х<0. 

от латинского слова signum — 

знак.) Эта функция задана на | 

множестве X = (-°°, +o), а 19 

множество всех ее значений У 

состоит из трех чисел: —1, 0, +1 > 

(рис. 3.1). O 

5. y= E(x) — обозначает a. 

целую часть вещественного 
68 числа х. Читается: “у равно Рис. 3.1. К примеру 4 
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Ay aHTbe х” (от французского слова 

entier — целый). Эта функция за- 

дана на множестве X = (-, +0), 

а множество всех ее значений 

У состоит из целых чисел 

(см. рис. 3.2). 

и bp — J Замечание. В математическом 
a a анализе чаще всего приходится 

_! __|3 иметь дело с функциями, для 
которых область задания и OO- 
ласть изменения представляют 

Рис. 3.2. К. примеру 5 собой некоторые промежутки. 
Однако далеко не все функции 

обладают этим свойством (о чем свидетельствуют и некоторые из 
приведенных выше примеров). Поэтому-то мы и говорим лишь 
“чаще всего”. 

В примерах 1, 2, 3, 4 и эзакон соответствия между переменными 
хи ухарактеризовался некоторой формулой, указывающей те дей- 
ствия, которые надо произвести над значениями независимой пе- 
ременной х и другими числами, входящими в формулу, чтобы по- 
лучить соответствующие значения функции у. Такой способ задания 
функции называется аналитическим. Следует подчеркнуть, что функ- 
ция может определяться разными формулами на разных участках 
области своего задания. 

Например, функция 

sinx пр, х<0, 
у = 

Vx
 

x? пр, x>0 

задана аналитическим способом на множестве X = (-ю, + 0) 

(см. рис. 3.3). 
yh 

у=х 

y=sinx 

Vi
» 

и 

Рис. 3.3 
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Довольно распространенным способом задания функции яв- 
ляется табличный способ. В этом случае выписывается ряд значе- 
ний независимой переменной и соответствующих им значений 
функции. К таблицам часто прибегают при записи результатов 
экспериментов, когда никакие формулы заранее неизвестны. При 
этом можно приближенно вычислить не содержащиеся в таблице 
значения функции, соответствующие промежуточным значениям 
аргумента. Для этого используется способ интерполяции, заключа- 
ющийся в замене функции между ее табличными значениями ка- 
кой-либо простой функцией (например, линейной или квадра- 
THYUHON). 

В практике физических измерений используется и еще один 
способ задания функций — графический, при котором соответствие 
между аргументом и функцией задается посредством графика (сни- 
маемого, например, на осциллографе). Получив кривую, с нее “сни- 
мают” значения функции, отвечающие нужным значениям х. 

$ 2. Предел функции 

Станем рассматривать функцию y= f(x), определенную на 

некотором множестве Х = {x}, и точку а. Точка а может принадле- 

жать, а может и не принадлежать множеству Х, но обладает тем 

свойством, что в любой 65-окрестности точки а имеются точки 

множества Х, отличные OT а. Например, точка а может быть гранич- 

ной точкой интервала, на котором определена функция у = f(x). 
Определение 1 (“Ha языке последовательностей”). Составляем 

последовательность значений аргумента xX: 

X15 №, Хз, 2005 Хи» ove y (1) 

произвольную, HO такую, что X, Е X , хи #A UX, - a. Последова- 
Nn—co 

тельности (1) будет соответствовать последовательность значений 

функции f(x): 

А), Л (>), Л), west (хи), coos (2) 

Если для любой последовательности (1), сходящейся к а, пос- 
ледовательность (2) имеет своим пределом одно и то же число A, 

то это число А называется пределом функции f(x) при x >a. 

Запись: lim Л(х) = А, или f(x) > А при xa. 
х>а 

Замечание 1. Условие x, € Х , X, ка, нужно для того, чтобы 
имело смысл говорить о последовательности (2). 
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Замечание 2. Чтобы убедиться в справедливости соотношения: 

im f(x) =A, 
х>а 

недостаточно взять какую-нибудь последовательность (1), сходящу- 
юся к а, и показать, что соответствующая последовательность (2) 
сходится к А. Нужно убедиться в том, что последовательность (2) 
сходится к А при любой последовательности (1), сходящейся к а. 

Например, пусть f(x) = sin ! Эта функция определена на мно- 
x 

жестве X = (-о, 0) U (0, + сэ) (т. е. определена на всей веществен- 

ной оси, кроме точки x = 0). Выясним, существует или нет lim f(x). 
x— 

| 
Для этого возьмем последовательность {x,} _. =1—# . (Здесь 

AT) nen 

| | | | 
X=—-,%H =—, X= —,—..., X, = —,....) Видим, что x, Е Х,х, #0 | к’ 2 on 3 Зл n nit ) ’ n ied | 

их, — 0. Соответствующая последовательность значений функ- 
п—= 

ции будет такой: 

Ло) = 0, f (x2) = 0, f (x3) = 0, wort (Xp) = 0,... . 

Следовательно, /(х„) > 0. 
По 

| 
Тем не менее, соотношение lim sin — = 0 неверно. 

х> Хх 

В самом деле, возьмем другую последовательность 

. 
| 

{Xn bien 7 on п/2 № 

| ~ | ~ | 
Здесь X, = » = Хх; = .... Хи = 

1 2л+л/2’`° 4ntn/2’? 3 бщ+п/2’ 7°" 

| - ~ - 
= ‚....) Видим, что ХЕХ, X, #0 их, — 0, асоответ- 

2nn + п/2 Пк 

ствующая последовательность значений функции / (X,, ) — 1, ибо 

f(%) = 1%) =) =Ь SK) =...” 
.  . | 

Вывод: limsin— He существует. 
х>0 х 
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Рассмотрим теперь другой пример. 

/х+20-—5 

х-5 
Пусть f(x) = (корень арифметический). Эта фун- 

кция определена на множестве Х = [-20, 5) U (5; + <). Возьмем 

последовательность х!, Х›, №, ..., Хи,... Любую, но такую, что x, Е X 

(> x, #5) их, 2 5. Для соответствующей последовательнос- 
N—joo 

xX, +20 -5 

x, -5 
ти значений функции f(x): Lf (Xn ben = будем 

neN 

иметь. 

JX, +20 -5 lim f(x,) = lim М - 
П—>оо П-оо я -5 

(еее). = lim = 
п (Хх, -5) (Ух, +20 + 5) 

. | | 
‘= lim = — 

noe Ix, +20 +5 10: 

| 
В этом примере вычисление, приведшее нас к числу 10’ ис- 

пользует лишь условия xX, € X (xX, #5) u п 2 ‚ оставляя пос- 

ледовательность {x,} _. в остальном произвольной. Значит, вся- 

кий раз, когда x, -› 5, пробегая любую последовательность 
Пс 

значений (лишьбы x, Ee X (=> x, #5)), величина f(x,) пробегает 

последовательность, имеющую своим пределом всегда одно и то 

| 
же число TO. 

/х+20-5 1 

х-5 10` 

Замечание 3. В определении | предела функции f(x) au A 

Вывод: lim f(x) = lim 
x5 x5 

могут обозначать и числа, и символы со, + 00, — ©. Если A — число, 
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то предел называется конечным. Если же А есть один из символов 

со, +00, — oo, ТО Предел называется бесконечным. 
Рассмотрим несколько примеров, когда либо а, либо A оказы- 

ваются символами <>, + о, — оо. 

. Эта функция определена на мно- 
3 2 Пусть fio = ¥en —| 

x" -xX 
жестве 

| | | | SoCs) +} х-(-= 
1. Выясним, существует или нет lim f(x). Для этого берем пос- 

Х— + 

| 
ледовательность {х„ bien — любую, HO такую, что x, Е >. + =| и 

X, > +°. Для соответствующей последовательности значений 
N—joo 

функции f(x) будем иметь: 

34.2 5+ - + Xn + 2% 1 _ Xn XX; -5. 

П—со | 4 

4-— 
Xn 

lim f(x,) = lim 3 
По N—yoo 4x, —X,, 

Tak Kak {xn}. „ — любая последовательность, удовлетворяю- 

ИХ, > +0, ТО В СООТВЕТСТВИИ С ВЫС- 
N—joo 

as 99 

щая условиям X, Е [5. + =| 

казанным выше определением предела функции “на языке пос- 

ледовательностеи можно написать 

5х3 +2x?-1 _5 
rt 

2. Если взять последовательность {хи ben — любую, но такую, 

их, > -©, то совершенно аналогично при- 
N—joo 

ITO X, € ( > 

4 дем к выводу, что lim /(x) существует и что он равен 
х——> 
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5х3 +2х2 -1 

4х? -x 
3. Станем рассматривать функцию f(x) = ‚ напри- 

4 

Возьмем последовательность {Xn bien — любую, HO такую, что 

мер, на множестве Х” = I о] U о 4 

ХЕХ’ (- х,*0)и x, — 0. Представим соответствующую пос- 
п 

ледовательность значений функции f(x) в виде: 

fx ) = Xn +2 —| _ 1 5x, 42x) —| 
п ° 

4x3 - x, Xn 4x? —1 

, | 
Имеем: lim = 1(# 0); переменная — — бесконеч- 

nee AX -| x n n 

3 2 5x, + 2x, —1 
2 

HO большая при п — co, как переменная, обратная бесконечно ма- 

лой при п —> ®. Следовательно, последовательность { f (Xn) en — 

бесконечно большая при п — © как произведение бесконечно боль- 
шой величины на переменную, имеющую предел, отличный от нуля. 

ан 5х3 +2х2 -1 
Вывод: lim f(x) = lim вх > со. 

3 2 _ 
4. Станем рассматривать функцию f(x) = <> ‚ напри- 

-x 

у: | | | 
мер, на множестве Х -|-1. -—|U]--, --|. 

Возьмем последовательность {x,} _. — любую, HO такую, что 

т | 
ХЕХ (> x, # -5) их, > -5. Представим соответствующую 

пе 

последовательность значений функции f(x) в виде: Дх,) = 

919.2 _ 3 2_ | 5x, + 2x, -1 — Имеем т 5х + 2х, -1__9 (#0): 
| l N—yoo | 16 

Xn +5 4Xn| Xn 75 4Xn| Xn 5 
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| 
переменная —— — бесконечно большая при я — со ‚ как пере- 

xX, += 
"2 

менная, обратная бесконечно малой при и > ©. Следовательно, 

последовательность {/(x,)}. — бесконечно большая при п —> co 
neN 

как произведение бесконечно большой величины на переменную, 

имеющую предел, ОТЛИЧНЫЙ OT нуля. 

Вывод: lim, f(x) = ®. 
Хх 

5х3 + 2x? —| 

4х3 -x 
5. Рассматривая функцию f(x) = ‚ например, на 

множестве | я U [5. 1 ‚ совершенно аналогично предыдуще- 

му, можно убедиться, что lim f(x) = ®. 
* > 

Определение 2 (“на языке = — 8”). Пустьаи А — конечные чис- 

ла. Число А называется пределом функции f(x) при x а, если 

для любого, сколь угодно малого, числа = > 0 можно указать число 

5 > 0 такое, что как только хЕ Х, ххаи [х-а] < 6, так сейчас же 

| f(x) - Al <e. 

Множество значений аргумента х из Х, удовлетворяющих усло- 

BUAM: ххаи |x - а] < 6 будем называть проколотой § -окрестнос- 

тью точки а и обозначать через й; (а). 

Сущность соотношения A =lim f(x) состоит в следующем: 
ха 

значения функции f(x) должны содержаться в любой, сколь угодно 

малой, наперед заданной = -окрестности предела A, как только зна- 

чения независимой переменной оказываются лежащими в надле- 

жащим образом выбранной проколотой § -окрестности точки а. 

Определения | и 2 предела функции f(x) при x > а равно- 

сильны. Докажем это. 
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} I. Пусть число A является пределом функции f(x) при x > а 

в смысле определения 2. Покажем, что А будет пределом функции 

f(x) при ха и в смысле определения |. Для этого возьмем 

последовательность X,, Xz, ..., Х„.... Любую, но такую, что x, € Х, 

Xn FAUX, > а, и покажем, что соответствующая последователь- 
N—yoo 

ность значений функции f(x): 

F(X), F(X), sop tT (Xp )5 ... 

сходится к A. 

Возьмем => 0 — любое, сколь угодно малое. 

Tak как число Аесть предел функции f(x) при x > а всмысле 

определения 2, то взятому =&>0 отвечает число б> 0 такое, что 

как только хе й%(а\, так сейчас xe |/(х) -А| <=. Но последова- 

тельность {х„}_ к, которую мы взяли, такова, что х„ —> а. Значит, 
N—poo 

по числу 6>0 (найденному по числу €>0) можно указать HO- 

мер М, такой, что при всех n> № будет: x, хаи IX, —al <б, т.е. 

X, Е (а) ‚если п> М. Ноу нас для всех хе 45 (а): |f(x)- Al <e. 

Следовательно, |/(х„)- 4| < = ‚если n> М. 

Итак, для любого, сколь угодно малого числа = > 0 можно най- 

ти (при помощи 5>0) номер М такой, что |f(x,)-A|<e, если 

n> №М.А это означает, что Х(х,) 3 A, и потому число A будет 
По 

пределом функции f(x) при х > а в смысле определения 1. 

Il. Пусть теперь число A является пределом функции f(x) при 

х >а всмысле определения |. Покажем, что число A будет преде- 

лом функции f(x) при x >a и в смысле определения 2. 

Рассуждаем от противного. Допустим, что число Ане является 

пределом функции f(x) при x >a в смысле определения 2. Но 

тогда не всякому числу => 0 соответствует число 6 >0 в смысле 

определения 2. Значит, найдется хотя бы одно Eq > 0 такое, которо- 

му не соответствует (в смысле определения 2) никакое число 6>0. 

Возьмем 6, =1(> 0). Не может оказаться, чтобы для всех x, 

удовлетворяющих неравенству: |x - а <6, (ХЕХ nu x#a) было 
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бы | f (x) - Al <€ (иначе наше 6, соответствовало бы & в смысле 

определения 2). Поэтому среди тех х, которые удовлетворяют нера- 

венству: |x—-al<5, (xe X и xa) обязательно найдется хотя 

бы одно X = X, такое, что будет | f(x) - A] > €o (хЕХ u x, #a). 

| 
Возьмем 65, =56 0). Не может оказаться, чтобы для всех х, 

удовлетворяющих неравенству: |x —al <6, (xe X и x#a) было 

бы | f(x)- Al <€ (иначе наше 5, > 0 соответствовало бы Ep в смыс- 

ле определения 2). Поэтому среди тех х, которые удовлетворяют не- 

равенству: [х-а] <5, (xe X и х+а), обязательно найдется хотя 

бы одно х = xX) такое, что будет |/(х›)- 4| >= (хЕХ их ва). 
Продолжаем этот процесс аналогичным образом дальше. На л-м 

| 
шаге возьмем 6, =— (ne М). Не может оказаться, чтобы для всех x, 

n 

удовлетворяющих неравенству: |x —a| <6, (ХЕХ и xa), было 

бы | S(x)- Al < 85 (иначе наше д, > 0 соответствовало бы &, в смысле 

определения 2). Поэтому среди тех х, которые удовлетворяют нера- 

венству: |х - а <6, (xe X u x#a), обязательно найдется хотя бы 

одно х =x, такое, что будет |/(х„)- A] >= (x, EX u x, ва). 

При неограниченном продолжении рассматриваемого процесса 

у нас образуется последовательность: X,, Xz, ..., Х„,..., такая, что 

| 
ХЕХ, хи ва их, > а (в самом деле, имеем |x, -а|<-— © 

По n 

| | 
>а--—<х, <a+—. Отсюда ясно, что x, > а). 

п n по 

Так как число Аесть предел функции f(x) при x > а всмысле 

определения 1, то должно оказаться, что 

f(%) > A, 

А потому любому €>0 (в частности, = = & > 0 ) должен отве- 

чать номер М№такой, начиная с которого, т.е. при n> № , должно 

выполняться неравенство: 

[f(x,) - A] < 5. 
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Но у Hac по самому построению последовательности {X,} к, 

для всех пе М: |f(x,)— A] > = . Полученное противоречие доказы- 

вает справедливость утверждения II. < 

Замечание. В определении 2 предела функции f(x) при x > а 

унасаи Абыли конечными числами. Отметим, что аи А могут быть 

и символами (несобственными числами): +o, — <. Если либо а, 

либо A (либо аи Аоба сразу) — несобственные числа, то определе- 

ние предела функции f(x) (в зависимости от того, какой случай 

имеет место) будет следующим. 

1. Пусть а = +® ; А — конечное число. 

Число Аназывается конечным пределом функции f(x) при X > +o, 

если для любого, сколь угодно малого числа =>0 можно указать 

число А > 0 такое, что как только х > А (xe X ), так сейчас же 

[f(x) -Al<e. 

В этом случае пишут A= lim f(x). 
Х— + 

2. Пусть а = —с ; А — конечное число. 

Число А называется конечным пределом функции f(x) при x > --, 

если для любого, сколь угодно малого числа => 0 можно указать 

число ДА > 0 такое, что как только х <-А (хе Х ), так сейчас же 

f(x) - Al<e. 

Запись: A= lim f(x). 
x—y-00 

3. Пусть а — конечное число; A = +00. 

Говорят, что f(x) > + при x > а, и пишут 

lim f(x) = +0, 
х—а 

если любому, как угодно большому, числу М > 0 отвечает число 

6 > 0 такое, что для всех хе й;(а) (15 (а) < X ) имеет место нера- 

венство: /(х)> М. 

4. Пусть а — конечное число; А =-®. 

Говорят, что f(x) > —© при x > а, и пишут 

lim f(x) = -®, 
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если любому, как угодно большому, числу М > 0 отвечает число 

б > 0 такое, что для всех хе й.(а) (5 (а) < Х)) имеет место нера- 

венство: f(x) <-M. 

5. Пусть qa=+0; A=+o0. 

Говорят, что f(x) > +o при xX > +o, и пишут 

lim f(x) =+-, 
X— +00 

если любому, как угодно большому, числу М >Q отвечает число 

А > 0 такое, что как только x >A (и xe X ), так сейчас же имеет 

место неравенство: Х(х)> М. 

6. Пусть а=+®; A=-oo, 

Говорят, что f(x) > —<° при x > +® , и пишуг 

lim f(x) =-©, 
X—) +00 

если любому, как угодно большому, числу М > 0 отвечает число 

А > 0 такое, что как только х>А (и ХЕЛ ), так сейчас же имеет 

место неравенство: f(x) <-M. 

7. Пусть а =-©; A =+00, 

Говорят, что f(x) > +< при x 3-0, и пишут 

lim f(x) =+0, 
х——о 

если любому, как угодно большому, числу М > 0 отвечает число 

A > 0 такое, что как только x <-А (и ХЕХ ), так сейчас же имеет 

место неравенство: f(x) >M. 

8. Пусть а =-®©; А=-®. 

Говорят, что f(x) >> —< при Х > —® ‚ и пишут 

lim f(x) =-0, 
X—-00 

если любому, как угодно большому, числу М > 0 отвечает число 

А > 0 такое, что как только x <-А (и xe X ), так сейчас же имеет 

место неравенство: f(x) <—-M. 
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$ 3. Односторонние пределы функций 

Пустьаи А— конечные числа. 

Определение. Число А называют правым пределом функции f(x) 

при ха и пишут: dim ЛО =A или f(at+0)=A, если для 

любого, сколь угодно малого, числа = > 0 можно указать число 6 > 0 

такое, что как только ХЕХ и а<х<ач+б, так сейчас же 

[f(x)-Al<e (Т.е. для всех хе и#(а) оказывается Х(х)е и, (А); 

здесь и; (а) — правая полуокрестность точки а). 

Определение. Число A называют левым пределом функции f(x) 

при х>а и пишут: lim, Л) =A или Г(а-0)=А, если для 

любого, сколь угодно малого, числа = > 0 можно указать число § > 0 

такое, что как только хЕХ и а-5<х<а, так сейчас же 

f(x)- Al<e (т.е. для всех хе из(а) оказывается /(х)е u,(A); 

здесь и; (а) — левая полуокрестность точки а). 

Замечание 1. Справедливы утверждения: 

1) если у функции f(x) при ха существует предел А в 

обычном смысле, т. е. двусторонний, то существуют оба односто- 

ронних предела: /(а+0) и f(a—0), причем оба они равны 4; 

2) если у функции f(x) при x > а существуют оба односто- 

ронних предела: f(a+0), Л(а-0) и оба они равны числу A, то у 

f(x) при х > а существует двусторонний предел, равный ука- 

занным односторонним пределам, т. е. числу A. 
В качестве упражнения утверждения 1) и 2) предлагается до- 

казать самостоятельно. 
Замечание 2. В определении односторонних пределов функции 

f(x) при x > а число А предполагалось конечным. Отметим, что 

А может быть и числом несобственным: +° или -®. 

$ 4. Два важных предела 

Г. Предел функции -—^ при х >0. 

Установим, что 

lim —— =1. (1) 
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sin (-х) sinx . sinx „с sinx 
( ) - ‚ TO lim ——= lim 

—X x х>-0 X х>+0 X 

пределы существуют. Поэтому, чтобы установить (1), достаточно 
доказать, что существует и равен | хотя бы один односторонний 

sinx 

} Так как ‚ если эти 

предел функции при x >> 0, например, правый, т.е. доста- 

точно доказать, что 

lim ПА |. (2) 
х—>+0 X 

Так как мы станем устанавливать справедливость соотноше- 
ния (2), то можно рассматривать лишь значения X, удовлетворяю- 

В щие неравенству: 0 <х< п. 

В круге радиуса К рассмотрим угол 

О х y ZAOB, радианная мера которого x 

К (0<x< 5 ); хорду АВ и касательную АС 

к окружности в точке A (см. рис. 3.4). Имеем 

Рис. 3.4 очевидные неравенства: площадь AAOB < 

площади сектора АОВ < площади AAOC (при этом мы пользу- 

емся теми сведениями о площадях элементарных фигур, которые 
известны из школьного курса), или 

Г. |2 |2 
— АА sinx <—R*°x <—R* tgx 
2 2 2 ‘ 

откуда 

sinx <x <tgx xe(0, 3] (3) 

Разделим каждый из членов неравенства (3) на sinx (5тх>0)Д. 
Получим 

х | sin x 
l<—< > |> 

sinx со5х 

Вычитая из | каждый из членов последнего неравенства, будем 

иметь 

> COSX., 

sinx 
0<1- <1-с0$х. (4) 
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Ho 1-с05х =2sin’ > < 25т5 <x (в силу (3)). Следовательно, 

вместо неравенства (4) будем иметь 

sin x 

x 
0<1- <х. (5) 

Возьмем => 0 — любое, сколь угодно малое (можно считать, 

к 
ЧТО &< >) Ясно, что если положить S6=e (5>0), то для всех x, 

удовлетворяющих неравенству 0 < x < 6, будет 

5шх 
0<1- <$, 

х 

nx sin x 
ибо если х <5,TO x <e. Значит, || -——|<e —— НП <е, если 

x 

. sink 
0<x<6. Последнее означает, что | = lim ——. Видим, что соот- 

х>5+0 Xx 

ношение (2) установлено, а значит, доказано и соотношение (1). q 

1 x 

II. Предел функции (1 + | при х — oo, 

X—>+00 

] x 

1) Установим сначала, что lim (| + =e. На этот раз вос- 
х 

пользуемся определением предела функции “на языке последова- 
42 99 

тельностей”. 

» Составим последовательность X15 X75 ..., Хи»... — любую, но Ta- 

кую, что X, >2 их, —> +о. Соответствующая последовательность 
П—со 

| п 

значений функции будет такой: {/Л(х,)} (и =1|1+— 

*n ПЕМ 

| Хи 

B § 9 гл. 2 было показано, что Ит|1+— | =е. Так как {x,} . — 
N—yoo Xn ПЕМ 

любая последовательность, удовлетворяющая условиям X, > 2 

93



и X, > +0, то в соответствии с определением предела функции 
Nn—jco 

%2 99 ; ly 
“наязыке последовательностей” можно написать lim | +—| =e.4 

X— +00 xX 

. ly 
2) Покажем теперь, uto и lim | + x] =e, 

X——00 X 

> Для этого составляем последовательность {%, }-y — любую, 

но такую, что x, <-З их, > —co. Если положить xX, = -1- у, , TO 
N—joo 

у, +e (и все у, >2). Имеем 
й—со 

Xn -1-y, -1-У „+1 
1+ | _|| | _ й "_ (yy +1 

Xn I+ Y, I+ У, Vn 

1 y" | 
=|1+— | -|1+— 

Yn Vn 

| |" | 
Так как Ит|1+—| =еи lim|1+— |=1, то получаем 

П—со Vn N—joo Yn 

1 y" 1 Y" | 
limjl+—] = Им] 1+— | Им] 1+—=е. 
N—yoo xX; Пе Yn По Yn 

Tak Kak {Xn hen — любая последовательность, удовлетворяю- 

щая условиям xX, <—3 и Xn — — со, ТО В СООТВЕТСТВИИ С ОПРределе- 
N—)oo 

нием предела функции “на языке последовательностей” можно 

x 

написать lim [1+ =e. 4 
x х—-> 

х | 
В выражении [| + > заменим переменную хна `”. Получим 

х 

| 

функцию (1+0)°. 
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Возьмем последовательность {On} en — любую, HO такую, что 
i 

| 
a, >0 ис, > 0. Тогда x, = — > + и, следовательно, 

N—yoo A, ne 

an Xn 

. а. | 
(1+0) " = Пт [1+ — 
n—yoo по Xn 

| 

А это означает, что lim (1+a)° =e. 
a—+0 

Возьмем теперь последовательность {0.,} _., — любую, HO такую, 

| 
что a, <0 na, > 0. Но тогда x, = — > —o и, следовательно, 

N—joo O,, N—eo 

1 Xn 

Qn 

А это означает, что lim (1 +a)" =e. 
а—>- 

| 

Так как правый и левый пределы функции (1+ 0)“ в точке 

ao =0 существуют и равны е, то у этой функции в точке a=0 

существует обычный (двусторонний) предел, и он равен е. Таким 
образом, установлено, что 

1 

lim(1 +a)" =e. (6) 

Отметим, что полученный результат лежит в основе всех при- 

ложений числа е. 

$ 5. Бесконечно малые и бесконечно большие функции 

Пусть функция у = f(x) определена в некоторой окрестности 

точки а, за исключением, быть может, самой точки а (вточкеа f(x) 

может быть определена, а может быть и не определена). 

Определение. Функция f(x) называется бесконечно малой при 

х а, если lim f(x) =0. 
ха 
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Определение. Функция f(x) называется бесконечно большой 

при x—- a, когда либо lim f(x)=0, либо lim f(x) =+© , либо 
ха ха 

lim f(x) = —<. При этом в случае, когда lim f(x) = + , говорят, 
ха х—Фа 

что f(x) — положительная бесконечно большая; а в случае, когда 

lim f(x) = —0oo, говорят, что f(x) — отрицательная бесконечно 
х>а 

большая функция при х>а. 

Замечание. Буква а может обозначать и число, и один из симво- 

ЛОВ: ©, + ©, — <. 

Определение. Функция f(x) называется ограниченной при 

х а, если существует постоянное число М>0 такое, что 

| f (x)| < М для всех значений х в некоторой проколотой окрестно- 

сти а. При этом под окрестностью а, когда а обозначает один из 

СИМВОЛОВ ©, + °°, — со, соответственно понимают: 

в первом случае — множество всех х, удовлетворяющих нера- 

венству |x| >A,rae А — постоянное положительное число; 

во втором — множество всех х, удовлетворяющих неравенству 
х>А, 

в третьем — множество всех X, удовлетворяющих неравенству 
х<-А. 

На рис. 3.5 приведены примеры окрестностей <, +®, и —®. 
Отметим следующие свойства бесконечно малых и бесконеч- 

но больших функций при xX > а, вытекающие из соответствую- 
щих свойств бесконечно малых и бесконечно больших последо- 
вательностей. 

1. Если одна из трех функций f(x), —f(x), |f(x)| является бес- 
конечно малой при x > а, то и две другие функции также явля- 

ются бесконечно малыми при x >a. 

277772. со. — оо. — со a о 4 > Окрестность со; хе (-—оо, —A)U(A, +00) 

ir Окрестность +0; ХЕ(А, +00) 

77777 — 2. > Окрестность —5; ХЕ (-°°,-А) 

<
>
?
 

©
?
 

Puc. 3.5 

96



2. Если одна из трех функций f(x), —f(x), |f(x)| является бес- 
конечно большой при x > а, то и две другие функции также яв- 

ляются бесконечно большими при x >a. 

3. Если функция f(x) — бесконечно малая при x > а, афун- 

кция ф<(х) — ограниченная при x > а, то произведение f(xX)- ф(х) 

есть бесконечно малая функция при x > а. 

4. Если функция f(x) — бесконечно большая при х>а, 

а функция ф(х) имеет отличный от нуля предел при x — a, то 

произведение Г(х)-Ф(х) есть бесконечно большая функция при 

х>а. 

5. Если функция f(x) — бесконечно малая при x аи f(x) #0 

| 
в некоторой проколотой окрестности а, то F(x) есть функция бес- 

конечно большая при x > а. 

6. Если функция f(x) — бесконечно большая при x 3a, TO 

| 
T(x) x) есть функция бесконечно малая при x >a. 

Остановимся для примера на доказательстве одного из этих 
свойств, например, свойства 4 (все другие свойства доказываются 
совершенно аналогично). 

Дано: 1) f(x) — бесконечно большая функция при x > а,т.е. 

lim f(x) =0; 2) lim@(x) =/ (/ #0). 
ха х>а 

Требуется доказать, что f(x) - (x) — бесконечно большая фун- 

кция при х > а. 

» Составляем последовательность х,, Х›, 0069 Xp, ... значений X, 

любую, но такую, что X, — а (предполагается, что x, берутся из 
n—)co 

окрестности аи X, #2). 

По условию lim g(x) =/ (/ #0). Ho тогда и lim o(x,,) = (#0). 
ха П—оо 

По условию f(x) — бесконечно большая функция при x а. Но 

тогда и f(x,) — бесконечно большая последовательность при 

n— co, Следовательно, /(х,)-ф(х,„) — бесконечно большая пос- 

ледовательность, как произведение бесконечно большой последо- 

вательности и последовательности, имеющей конечный предел, от- 
личный от нуля. 
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Так как последовательность х|, х›, .... Х„,... — любая, сходяща- 

яся к а, то заключаем, что 

lim f(x) - (x) = =. 

А это означает, что функция f(x) -O(x) — бесконечно большая 

при х > а. «4 

$ 6. Свойства конечных пределов, 
связанные с арифметическими действиями 

над функциями 

Сразу отметим, что свойства конечных пределов, связанные 
с арифметическими действиями над переменными, пробегающи- 
ми последовательности значений, полностью переносятся на слу- 
чай, когда конечные пределы при х > а имеют функции. При этом 
предполагается, что все рассматриваемые ниже функции опреде- 
лены в некоторой окрестности точки а, за исключением, быть мо- 
жет, самой точки а. 

Упомянутую окрестность точки а будем обозначать через и(а). 

А тогда u(a) — проколотая окрестность точки а. 

1. Если функция f(x) при x > а имеет конечный предел A, то 

разность f{(x)—A=a(x) есть бесконечно малая функция при 

х>а. 

> Возьмем последовательность х/, х», ..., хи»... значений хлю- 
о 

бую, но такую, что x,, е и(а) их, > а. 

По условию lim f(x) = А. Но тогда 
ха 

I(%n) > A=> (f(x,) - A) = a(X,) > 0 . 

Так как последовательность ху, №, ..., Х„,... — любая, сходяща- 

яся к а, то заключаем, что Шт а(х) = 0 <> Ит (f(x) - A) =0.A пос- 
ха ха 

леднее означает, что разность f(x)— А есть бесконечно малая фун- 

кция при х > а. q 
2. Если разность между функцией f(x) и некоторым постоян- 

ным числом A при х > а есть бесконечно малая функция, то чис- 

ло Аесть предел функции f(x) при x >a. 
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» Возьмем последовательность X,, Xp, ..., Х„,... значений хлю- 

бую, но такую, что x, е й(а) их, — а. 

По условию a(x) = f(x)-—A есть бесконечно малая функция 

при x > а, т.е. Шт а(х) = Шт (f(x) - A) =0. Но тогда 
х—а ха 

a(x,) 2 0 <> (f(x,)-A) > 08 Л(х,) 4. 
N—oo N=—)oo По 

Tak как последовательность X,, X, ..., Х„,... любая, сходящаяся 

к а, то заключаем, что lim /(х) = А. % 
ха 

3. Пусть имеются две функции $Ф(х) и W(x), определенные 

в и(а) всюду, за исключением, быть может, точки а. Пусть ф(х) - A, 
хо 

w(x) > В, где Аи B— конечные числа. Тогда функции 
Хх—с<о 

(p(x) + y(x)) также имеют конечный предел при x > a, причем 

lim (p(x) + w(x)) = lim g(x) + lim w(x) = A+B. 
х—а х>а ха 

p> Возьмем последовательность Xj), Xz, ..., х„,... значений хлю- 

бую, но такую, что x, € u(a) HX, > а. 
N—poo 

По условию lim g(x) =A, lim w(x) = В. Но тогда g(x,) > А; 
Xx~a х—>а П—со 

w(x,) >> В. Следовательно, (ф(х„)+у(х,)) > A+B (для после- 
N—yoo N—yoo 

довательностей это свойство нам известно). 

Tak как последовательность ху, Xp, ..., Х„,... Любая, сходящаяся 
к а, то заключаем, что 

lim ((х) + w(x)) = А+ В (= lim p(x) + lim v(x)] . < 

Заметим, что доказанное свойство распространяется на любое 
конечное число слагаемых. 

4. Пусть имеются две функции (x) и (x), определенные 

в и(а) всюду, за исключением, быть может, точки а. Пусть ф(х) > A, 

w(x) > В , где Ли В — конечные числа. Тогда функция (x) W(x) 

также имеет конечный предел при x > а, причем 

lim (p(x) (x)) = lim Ф(х) - Итлу(х) = A-B.



>» Возьмем последовательность х|, Xp, ..., хи, ... значений хлю- 

бую, но такую, что x, Е й(а) их, > а. 
Пс 

По условию Ито(х) =А, limy(x) = В. Но тогда g(x,) > A; 
ха х>а П—)<о 

w(x,,) —› В. Но для последовательностей, как мы знаем, имеет мес- 
П—)со 

то свойство Q(x,)-w(x,) > А.В. У нас последовательность 
п 

х,х, ....х„, ... Любая, сходящаяся к а. Следовательно, 

lim (@(x)-w(x)) = А-В (= lim 9(x)-lim y(x)). 4 
x-a х>а х>а 

Заметим, что доказанное свойство распространяется на любое 

конечное число сомножителей. 

5. Пусть имеются две функции Q(x) и W(X), определенные 

в и(а) всюду, за исключением, быть может, точки а. Пусть g(x) > A; 
х>а 

w(x) #0, хЕЙ(а) и ч(х) > В, где Аи B— конечные числа 
ха 

х 
и В 0. Тогда функция ее также имеет конечный предел при 

х > а, причем 

—_ Х>а 

х—а\у(х) limy(x) В 
ха 

p> Возьмем последовательность х,, Xz, ..., х„,... значений хлю- 

бую, но такую, что x, Е й(а) их, > а. 
П— со 

Имеем, по условию lim g(x) = A = $(х,) > A. Имеем, далее, 
x—a N—) oo 

limyw(x)=B => y(x,) > В, причем B40 и при всех пЕМ: 
х—а N—oo 

w(x,,) #0. Но для таких последовательностей, как мы знаем, спра- 

ведливо соотношение 

, o(x,,) _ lim ф(х,) А 
n—co 

no у(х,)  limy(x,) В’ 
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Так как последовательность х|,х,, ..., Х„,... Любая, сходящаяся 

к а, то, в соответствии с определением предела функции “на языке 

последовательностей”, заключаем, что 

lim o(x g(x) _ MPO) _ д 
roaw(x) limy(x) В’ 

х—>а 

§ 7. Сравнение бесконечно малых 
и бесконечно больших функций 

Г. Пусть имеются две функции a(x) и B(x), определенные 

в некоторой окрестности и(а) точки а, за исключением, быть может, 

самой точки а. Пусть a(x) и B(x) есть бесконечно малые функции 

при x > а,т.е. lima(x)=0 и lim 1 B(x) = 0. Kpome Toro, предполага- 
x—a 

ем, что a(x) #0 для хе (a). Составим отношение rat 

1. Если lim —— B(x) =/, где /[*Ои /х © , то функции a(x) и B(x) 
xa O(X) 

называют бесконечно малыми одного порядка при x >a. 

B(x) 1. Если lim = a(x) 1, то функции a(x) и B(x) называют экви- 
х>а QUX 

валентными бесконечно малыми при х а и пишут 

a(x) ~B(x) при х>а. 

7a 2. Если lim —— (x) =0, TO функцию В(х) называют бесконечно 
х>а ( 

малой более высокого порядка по сравнению с a(x) при х>аи 

пишут 

B(x) =o(a(x)) при x > а. 

(Читают: B(x) равна о малое от a(x) при х>а). 

В(х) 3. Если lim —— = ® ‚ ТО функцию B(x) называют бесконечно 
х>эа QUX 

малой более низкого порядка по сравнению с A(X) при х->а. 
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В(х) 4. Если отношение a(x) не имеет предела при x > a, TO гово- 
a(x 

PAT, что бесконечно малые функции B(x) и a(x) не сравнимы при 

xa. 

Например, функции B(x) = xsin- и a(x) =x — бесконечно 
x 

B(x) | . | 
малые при x +0. Имеем —— =sin—. Ho sin— не имеет предела 

a(x) x x 

при x > 0. Значит, B(x) и a(x) не сравнимы при x > 0. 

5. Пусть a(x) и B(x) — две бесконечно малые функции при 

х >а и пусть k > 0 — некоторое число, не обязательно целое. Если 

lim В@9 
xa (ox(x))* 

конечно малой порядка К по сравнению с a(x) при х > a. 

Нетрудно понять, что: 

1) если k =1, то функция B(x) бесконечно малая одного по- 

рядка с a(x) при ха; 

2) если К>1, то функция B(x) — бесконечно малая более вы- 

сокого порядка по сравнению с (xX) при х>а; 

З) если k <1, то функция B(x) — бесконечно малая более низ- 

кого порядка по сравнению с a(x) при х->а. 
Теорема 1. Произведение двух бесконечно малых величин яв- 

ляется бесконечно малой величиной более высокого порядка по 
сравнению с каждым из сомножителей. 

> Пусть a(x) 2 0 и B(x) 20 ‚и пусть y(x) = а(х) . B(x) . Требу- 

=/, где /#0 u / хо ‚, то функцию B(x) называют бес- 

ется показать, что ¥(x) =0(a(x)) и y(x) = о (В(х)) при x > а. Имеем 

7(х) _ a(x) .В(х) ¥(x) a(x) a) = B(x) > lim ~~ ox (xy ИВО) = 0. 

А это означает, что 7(х) = 0(a(x)) при x > а. Имеем, далее, 

W(x) _ a(x) -В(х) _ i yx) 
Bix) Bx) иво) 

Последнее означает, что 7(х) = о (В(х)) при x > а. 4 

= Ит a(x) =0. 
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Теорема 2. Разность двух эквивалентных бесконечно малых ве- 
личин является бесконечно малой величиной по сравнению 
с каждой из них. 

» Пусть a(x) > 0 и B(x) > 0, и пусть a(x) ~ B(x) при x >a. 

Положим (x) = a(x) —В(х) . Требуется показать, что 7(х) = о (a(x)) 

и ¥(x) =0(В(х)) при x >a. 

y(x) _ о(х)- В(х) _, _ BO) B(x) _ 
Имеем а(х) = а(х) =1 a(x) ° По условию lim a(x) 1. 

Следовательно, lim yx) =|-lim Bx) =1-1=0. Значит, ¥(x)= 
xa O(X) xa O1(X) 

=0(o(x))npu x >a. 

vx) _ (x) - BOX) _ a(x) —1. Mo условию ти ox) _ |. 
B(x) B(x) B(x) а B(x) 

A тогда lim vee lim _1] 

х>а. 4 
Теорема 3 (0 замене бесконечно малых эквивалентными при 

отыскании предела отношения). Пусть a(x) > 0, B(x) > 0 и пусть 
ха ха 

Имеем, далее, 

=1-1=0. Значит, y(x) = о (В(х)) при 

a(x) ~ б(х) , B(x) ~ B(x) при x > а. Тогда: если существует конеч- 

ный или бесконечный предел 

xX an BOD 
xa G(x)’ 

x 
то к этому же пределу стремится при x а и отношение ~ 

OX 

} 1) Пусть lim Box) = / , где / — конечное число. Напишем oue- 
xa &(X) 

видное равенство 

B(x) _ B(x) B(x) &(x) 
a(x) B(x) @(х) a(x)’ 

По условию каждый из трех сомножителей в правой части имеет 
конечный предел при x > а. А тогда 
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fim BO) _ tim 8). tim 8. tim #2) | 
х>а Q(X) xa B(x) lim 6(х). him a(x) 

a a > 

т. е. lim PO) = lim BO) 
х-а Q(X) xa G(x) 

2) Пусть теперь lim —— B(x) =oo, Но тогда lim 59 =0 (считаем, 
xa O(X xa B(x) 

что B(x) #0 для хе u(a)). Следовательно, по доказанному в пунк- 

OX) о fim BOX 
xa B(x) lim a(x) 

oy BOS). _ tim BOD 
xa (x) xa G(x) 

= <. Значит, и в этом случае 

Замечание 1. Применение теоремы 3 требует знания бесконеч- 

но малых функций б(х) и B(x) эквивалентных при x — а COOT- 

ветственно бесконечно малым функциям O(x) и B(x). 

Приведем несколько примеров эквивалентных бесконечно 

малых функций. 

1) зта - а при о 0 (это так, ибо п = 1), 
о 

2) tga~a при а >0. 

3) In(l+a)~a при © > 0. 

4) a~ -1-аа при а > 0 (а>0, a#1). 

5) e*-l~a при “> 0. 
6) 1 +а)" -1- ца при “0. 

7) arcsina~a при a>. 

8) ага — и при а > 0. 

Соотношения 2) — 8) будут установлены несколько позже. 

Замечание 2. Следует остерегаться делать замену бесконечно 

малых функций на эквивалентные в сумме, ибо если a(x) ~ G(x) и 

B(x) ~ B(x) при х—> а, то не всегда a(x) + В(х) ~ &(x) + В(х) при 
х >а. 

Рассмотрим пример. Было отмечено, что Ш (1+0) - а при 

a — 0. Значит, 

In (l+x+x7) - (х+х2) при x50, 
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ш (1-х+х2) - (-х+х?) при x30. 

Однако сумма п (1+х+х2)+ шп (1-х+х?) не эквивалентна 

сумме (х+х?) + (-х+х?) при x > 0. Действительно, имеем 

In (1+х+х?)+ш(1-=х+х?) 

x0 (x +x?) +(-x +x?) 

__ In [ (+ x7)? — x? | ‚п (lL +x? +x4) 
= lim = lim = 
x0 2х2 х>0 2х2 

2..4 2 2 2 и XOX ‚ХИ +х”) _._1+х“ _ | 
= im 2х2 = lim 2х2 = iim 2 7 2 (a He |). 

II. Пусть имеются две функции A(x) и B(x), определенные 

в некоторой окрестности и(а) точки а, за исключением, быть мо- 

жет, самой точки а. Пусть (для определенности) функции A(x) и 

B(x) есть положительные бесконечно большие при х > а+0 т.е. 

lim (х)=+® и lim B(x) =+00. 
х>а+0 х—>а+0 

Составим отношение Во). 
А(х) 

. B(x) 
1. Если lim ——=/, где /#0 u /#0, то функции B(x) и 

х—>а+0 А(х) 

A(x) называют бесконечно большими одного порядка при x > а+0. 

В(х) 
2. Если lim ——=cc, TO функцию В(х) называют бесконечно 

х—а+0 A(x) 

большой более высокого порядка по сравнению с A(x) при х>а+0. 

B(x) 
3. Если lim ——=0, To функцию B(x) называют бесконечно 

х—а+0 A(x) 

большой более низкого порядка по сравнению с A(x) при х>а+0. 

4. Если отношение не имеет предела при x > а+0, то 
х 

A(x) 

говорят, что бесконечно большие функции B(x) и A(x) He срав- 

нимы при х>а+0. 
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5. Пусть A(x) и B(x) — две бесконечно большие функции при 

х >а+0, и пусть k > 0 — некоторое число, не обязательно целое. 

Если lim B(x) 
x—at+0 (A(x))* 

вают бескомечно большой порядка К по сравнению с A(x) при 

х>а+0. 
Ясно, что: 
1) если А =1, то функция B(x) — бесконечно большая одного 

порядка с A(x) при х > а+0; 

2) если k >], то функция B(x) — бесконечно большая более 

высокого порядка по сравнению с A(x) при х>а+0; 
3) если К <1, то функция B(x) — бесконечно большая более 

низкого порядка по сравнению с A(x) при х>а+0. 

=[/, где /4#0 un / хо, то функцию B(x) назы- 

$ 8. Монотонные функции. Признак существования 
предела монотонных функций 

Определение. Пусть функция f(x) определена на множестве Х. 
I. Если из неравенства xX’ < x”, где х’и xX” — любые две точки 

из Х, следует неравенство: f(x’) < f(x’), то функция f(x) назы- 

вается строго возрастающей на множестве Х. 
Функцию f(x) называют неубывающей или возрастающей 

в широком смысле на множестве Х, если из неравенства х’< x”, где 
х’и x” — любые две точки из Х, следует неравенство f(x’) < f(x’). 

I]. Если из неравенства x’ < x”, где х’и x” — любые две точ- 

ки из Х, следует неравенство f(x’) > f(x’), то функция f(x) назы- 

вается строго убывающей на множестве Х. 
Функцию f(x) называют невозрастающей или убывающей 

в широком смысле на множестве Х, если из неравенства х’ < x” , где 

х’и x” — любые две точки из Х, следует неравенство f(x’) > f(x’). 
Функции всех этих типов носят общее название монотонных. 

Для монотонных функций имеют место теоремы, вполне анало- 
гичные теоремам для монотонных последовательностей. 

Теорема 1. Пусть функция f(x) монотонно возрастает, хотя 

бы в широком смысле, на множестве Х. Пусть точка а обладает 

тем свойством, что в любой левой полуокрестности и’(а) точки 

а имеются точки множества Х, отличные от а. (Число а может 
быть конечным и может быть равным +° ; для любого х из мно- 

жества № X <a.) 
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1) Если при этом функция f(x) ограничена сверху, т.е. сущест- 

вует число М такое, что f(x) < М для всех х из Х, то при x > а-0 
функция f(x) имеет конечный предел. 

2) Если функция f(x) сверху не ограничена, то И, Sf (X) = +00. 
х>а- 

} |) Допустим сначала, что функция f(x) ограничена сверху, 

т. е. ограничено сверху множество {/(x)}, хе X . Но тогда, как мы 
знаем, существует точная верхняя граница множества {f(x)}, хеХ. 

Пусть / =sup{f(x)}. Ясно, что для всех x из Хбудет: 
ХЕХ 

f(x) sl. (1) 
Возьмем = > 0 — любое сколь угодно малое и рассмотрим чис- 

ло [-=. Так как /—e < /, то по свойству супремума на множестве 

| f (x)} ‚ ХЕХ , обязательно найдется элемент f(X) такой, что бу- 

дет /(х)>/-в. 
Так как функция f£(X) монотонно возрастающая на множест- 

ве Х, то для всех х из Х, удовлетворяющих неравенству х > х, будет: 
f(x) > f(X) и, следовательно, 

f(x) > [-:. (2) 

Заметим, что при всех x из Х, для которых х > Х , будут выпол- 

няться одновременно оба неравенства (1) и (2), т.е. при х>х 

будет /-= < f(x) < /, азначит, /-= < f(x) < [+= > |/(х)-1<:. 

a) Положим §=aq—X, если а — число конечное (> Х=а-д). 
В этом случае для всех х из Х, удовлетворяющих неравенству: 

а-5<х<а, будет |/(х)-/| <=, аэто означает, что / = lim f(x). 
х>а- 

В) Положим А =X, если а = +< (можно считать, что X =А>0). 

В этом случае для всех х из Х, удовлетворяющих неравенству: х > А 

будет [f(x) - | <&, а это означает, что / = lim f(x). 
X—) too 

2) Допустим теперь, что функция f(x) сверху не ограничена, 

т. е. не ограничено сверху множество {f(x)}, хе Х. Это означает, 

что какое бы большое число М > 0 ни взять на множестве { f (x)} , 

ХЕ X , обязательно найдется хотя бы один элемент /(Х) такой, что 

будет f(x) > М . Так как функция Л(х) монотонно возрастающая 
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на множестве X, то при всех х из Х, удовлетворяющих неравенству: 

х>х, будет /(х)> М. 
a) Положим §=a—<X, если а — число конечное (> х=а-д). 

В этом случае для всех х из Х, удовлетворяющих неравенству: 
а-б<х<а, будет f(x) >M. 

Таким образом, получили: любому, как угодно большому, числу 

М>0 отвечает число 5>0 такое, что как только хЕХ 
иа-б<х<а, так сейчас xe f(x) > М.А это означает, что 

Jim, f(x) = Fee 

В) Положим A =Х, если а = + (можно считать, что X =А>0). 
В этом случае, для всех х из Х, удовлетворяющих неравенству: х > A, 
будет /(х)>мМ. 

Итак, любому, как угодно большому, числу М > 0 отвечает число 

А > 0 такое, что как только XE Х их> А, так сейчас же /(х)> М. 
А это означает, что 

lim f(x) = +00. 4 
X— +00 

Совершенно аналогично доказывается 

Теорема 2. Пусть функция f(x) монотонно убывает, хотя бы 

в широком смысле, на множестве Х. Пусть точка а обладает тем 

свойством, что в любой полуокрестности и’(а) точки а имеются 

точки множества Х, отличные ота (число а может быть конечным и 

может быть равным +° ; для любого x из множества X: x <a). 
1) Если при этом функция f(x) ограничена снизу, т.е. суще- 

ствует число Ётакое, что f(x) > L для всех х из Х, то при x —> a—-0 
функция f(x) имеет конечный предел. 

2) Если функция f(x) снизу не ограничена, то 

Jim, Л) “oe 

Предлагается (в качестве упражнения) доказать теорему 2 самим. 

$ 9. Общий признак существования 
конечного предела функции (признак Больцано — Коши) 

Станем рассматривать функцию f(x), определенную на некото- 
ром множестве X = {x} и точку а. Точка а может принадлежать, а MO- 
жет и не принадлежать множеству Х, но обладает свойством, что в 
любой окрестности и(а) точки а имеются точки множества Х, отлич- 
ные oT а. Число а может быть конечным, а может быть равным oo. 
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1. Обсудим сначала случай, когда а конечное число. 

Теорема 1. Для того, чтобы функция f(x) при x а имела ко- 
нечный предел, необходимо и достаточно, чтобы любому, сколь угодно 

малому, числу => 0 отвечало число §6>0 такое, что как только 

x’,x°e X u |x’-al <8, |х’-а] <8, так сейчас же |/(х”) - f(x’) <€. 

» Необходимость. Дано: функция f(x) при x >a имеет KO- 

нечный предел. Пусть / = lim f(x) (/— конечное число). Возьмем 
ха 

= > 0 — любое, сколь угодно малое. Так как / = lim f(x), то взятому 
ха 

=> 0 отвечает число 6>0 такое, что как только хЕХ, хха 

и |х-а] <6, так сейчас же fl < 5. 

Пусть x’ u x” — любые, но такие, что x’,x"e X, хка, x #a 

, Г & , = 
и |x’-a| <б5, |x”-al < 5. Тогда Ио -1<5, If) -I| <5. Имеем 

f(x") — f(x) = (F(x) -1) + (1 - F(%)) = 

” ee, & & 

=> Мол - ло 8 Уом -1+Мо)-1<+5=е. 

Необходимость доказана. 

Достаточность. Дано: любому, сколь угодно малому, числу => 0 

отвечает число § > 0 такое, что как только x’, xe X, X #a, х’ка, 

| -а@<5, |x”-a| <5, так сейчас же |/(х”) - f(x’)| < =. Требуется 

доказать, что существует конечный lim f(x). 
ха 

Возьмем последовательность значений x: {х„} _., — любую, но 

такую, что X, E X , X, FAUX, > а.Таккак x, > а,то по числу 
И —со П—)<о 

б>0 (найденному по числу => 0) можно указать номер М№такой, 

что при всех n> № будет Ix, _ а] <б6. В частности, если взять номер 

т > М, то будет |х„ —а| < 6. Азначит, |/ (хи) — Л(х„)| < если т > N 

un> М. (Здесь х„ выступает вроли х”,а xX, — вроли х’; см. ус- 

ловие.) Последнее означает, что последовательность {/(X,)} к 
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имеет конечный предел (по критерию Коши для последовательнос- 

тей). Итак, показано, что для каждой последовательности {x, bien , 

сходящейся к а, соответствующая последовательность значений 

функции {f(x,)} . имеет конечный предел. 

Утверждаем, что последовательности {f(x,)} _. ‚ соответству- 

ющие различным последовательностям {x,, } ем ‚ сходящимся к а, 

имеют своим пределом одно и то же число. 
Рассуждаем от противного. Допустим, что для двух различных 

последовательностей 

Xj X35 ..., Хи, oe (1) 

Xp Хх, ..., Хи, oe (2) 

таких, что х„ > а их» -› а, соответствующие последовательнос- 
N—)oo N—)oo 

ти значений функции f(x): 

109), F(%2)s os A (хи), ... (3) 

Лох), F (2X9), ...,Л(хи), ... (4) 

сходятся к различным пределам: /(х’) -› I’, f(x) -> Г, где Fel’. 
N—yoo По 

Тогда, перемежая члены последовательностей (1) и (2), построим 

новую последовательность: 

X19 Xf X95 ХЭ, 200g Хи, Хи» ... (5) 

Последовательность (5), очевидно, сходится к а при И - co, ибо 

при достаточно большихли X),, HX, отличаются от а произвольно 

мало. В то же время соответствующая последовательность значе- 
ний функции: 

Г 4 Га ? Га 

FS (x1), Ло), F(X), 105), sot (Xn) S (хи), eee (6) 

не имеет предела, так как последовательности из ее членов, CTO- 
ящих на четных или нечетных местах, стремятся к различным пре- 
делам. Получили противоречие (у нас показано, что для каждой 

последовательности {хи } сн, сходящейся к а, соответствующая пос- 

ледовательность значений функции имеет предел). Значит, наше 
допущение неверно, и, следовательно, последовательности значе- 
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ний функции {f(x,)}_. » соответствующие различным последова- 

тельностям {x, } ем » сходящимся к а, имеют своим пределом одно 

и то же число. А это означает, что существует конечный lim f(x) .q 
ха 

П. Рассмотрим теперь случай, когда а = © (пусть для опреде- 

ленности а=+о). 
Теорема 2. Для того, чтобы функция f(x) при x > + имела 

конечный предел, необходимо и достаточно, чтобы любому, сколь 

угодно малому, числу => 0 отвечало число А > 0 такое, что как 
только х’х”Е Хих’>А, х”>А, так сейчас же 

[F(x") - Ло < в. 
Доказательство теоремы 2 совершенно аналогично доказатель- 

ству теоремы 1. Поэтому предлагаем (в качестве упражнения) до- 
казать теорему 2 самостоятельно. 

$ 10. Понятие непрерывности функции 

Станем рассматривать функцию y= f(x), определенную на 
некотором множестве X ={х}, и точку xX). Точка хе X и обла- 
дает свойством: в любой окрестности U(X) точки ху имеются 

точки множества Х, отличные OT ж. 
Отметим, что так как точка ху принадлежит области определе- 

ния функции, то в этой точке функция имеет определенное значе- 

ние f(x). Дадим определение непрерывности функции f(x) 
в точке Xp следующими равносильными способами. 

1. Функция f(x) называется непрерывной в точке Xp, если 

lim f(x) = f(x). (1) 
X—X 

Так как ху = lim x, то равенству (1) можно придать такую 
XIX 

форму: lim f(x) = Д lim x} что кратко выражают словами: пре- 
XINXp х— хо 

дел функции равен значению функции от предела аргумента. 

|. Функция f(x) называется непрерывной в точке ху, если для 

любой последовательности значений аргумента х: х/, Xp, ..., Х„, ... 

такой, что X, € X их, - ху, оказывается, что соответствующая 
lio К 

последовательность значений функции: f(x), f(X2), ...,Л(х„), ... 
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сходится к f(x,). (Обращаем внимание на то факт, что здесь нет 

запрета: x, = ху.) 
II. Функция f(x) называется непрерывной в точке X,, если 

любому, сколь угодно малому, = > 0 отвечает число б > 0 такое, что 

как только хЕХ и |x — ж| < б, так сейчас же | f(x) - f(x%)| <e. 

(Здесь нет запрета: X # Xp.) 

Замечание. Пусть хЕХ и ХЕХ и пусть х=ж+Ах => 

=> Ах =х- ху. Величина Ах называется приращением независимой 

переменной. (Отметим, что Ах может быть больше нуля, а может 

быть и меньше нуля.) 

Пусть yo = Л(х), у = Л(х) = f(X + Ах). Величина 

ду = f(x) — Л(х) = Л + Ах) - Л(ж) 

называется приращением функции f(x) в точке ху, соответствую- 

щим приращению аргумента Ах (отметим, что Ay может быть 

больше нуля, а может быть и меньше нуля и даже равно нулю). 
Предположим теперь, что функция f(x) непрерывна в точке 

ху. Это означает, что jim I(x) = Л), или Jim [ f(x) - f(x9)] =0, 

ИЛИ Aim, Ay = 0. Следовательно, можно сказать: функция f(x) бу- 
> 

дет непрерывной в точке х, тогда и только тогда, когда бесконечно 
малому приращению аргумента Ах соответствует бесконечно ма- 
лое приращение функции Ду. 

Замечание 1. Подобно тому как определялись правосторонний 
и левосторонний пределы функции f(x) в некоторой точке а, можно 
определить правостороннюю и левостороннюю непрерывность 
функции f(x) в точке х.. 

Определение. 1) Функция f(x) называется непрерывной спра- 

ва в точке х, если lim f(x) = /(ж). 
х—хо+0 

2) Функция f(x) называется непрерывной слева в точке x,, если 

lim f(x) = Л(ж). 
х>х-0 

Справедливы утверждения: 
а) если функция f(x) непрерывна в точке х, в обычном смысле, 

то она непрерывна в этой точке одновременно и справа, и слева; 
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В) если функция f(x) непрерывна в точке х, одновременно 
и справа и слева, то она непрерывна в этой точке и в обычном 
смысле. 

Заменание 2. Пусть функция f(x) определена в замкнутом про- 
межутке [a,b]. Говорят, что функция f(x) непрерывна в замкнутом 
промежутке [a,b], если она непрерывна в обычном смысле в каж- 
NOW внутренней точке этого промежутка и если она непрерывна 
справа в точке а и непрерывна слева в точке 6. 

Замечание 3. В дальнейшем будем рассматривать, как правило, 
функции, для которых областью определения Х = {х} является про- 

межуток. В этом случае любая точка ху Е Х обладает свойством: 

в любой окрестности и(ху) точки х, имеются точки множества Л, 

отличные OT х.. 

$ 11. Некоторые свойства непрерывных функций 

1. Теорема (о стабильности знака). Пусть функция f(x) опре- 

делена в промежутке Хи точка жеЕХ. Если f(x%)>0 и f(x) 
непрерывна в точке X,, то существует 6 > 0 такое, что для всех х из 

Х, удовлетворяющих неравенству: |x — ж| < 5, будет: f(x) > 0. 

> Положим /(х)=й (h>0 по условию). Так как f(x) He- 

прерывна в точке X,, то любому => 0 (в частности, ¢ = 5 >0) от- 

вечает число 5 > 0 такое, что как только хе X и |х-ж|<6, так 

сейчас же [ f(x) - /(хо)| < =. В частности, 

ИСО — fl) < © Год) -Й < FD < fl%) +4, 
2 2 2 

откуда f(x) > f(%) -5 =h -5 = > > 0. Таким образом, получено: 

длЯ ХЕХ и удовлетворяющих неравенству: |х-х|<6 будет 

Гд>5>0.4 

Справедливо также утверждение: если /(№)<0 и если f(x) 
непрерывна в точке Xp, то существует § > 0 такое, что как только 

хЕХ и |х-ж| < 6, так сейчас же /(х)<0. 
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2. Арифметические операции над непрерывными функциями. 

Теорема. Пусть функции f(x) и g(x) определены в промежут- 
ке Хи непрерывны в точке хе; X . Тогда в точке ху будут непре- 
рывны также функции: 

1) s(x) = f(x) + g(x) ; 
2) r(x) = f(x) - g(x) ; 
3) p(x) = f(x): g(x); 

4) g(x) = a .. (частное при условии: #(%)* 0). 

> В случае частного 2(х) # 0. А тогда по теореме о стабильнос- 

ти знака g(x) #0 для хЕ X и удовлетворяющих условию |x - Xo| <6. 

f(x) 
B(x) 

Установим, например, непрерывность в точке х функции 

Следовательно, g(x) = определена для хе Us(Xp) (Us(X%) с ХЛ). 

ax) =. По условию функции f(x) и g(x) непрерывны 
2(x 

в точке ж. Значит, lim f(x) = Л), Jim g(x) = 80) (f(x) 

и g(x) — определенные числа). 

Но тогда, по теореме о пределе частного двух функций (так как 

предел знаменателя #(х) #0), имеем: 

lim f(x) _ f(x) _ хэж _ F(X) jim 909 = lim g(x) > lim 20%) (0) 
= q(Xp). 

A это равенство означает, что функция G(X) непрерывна в точ- 

ке х.% 
3. Непрерывность сложной функции. 

Определение. Пусть функция Z = $(у) определена в некотором 

промежутке У ={y}, афункция у = f(x) определена в промежут- 

ке Х ={х} и такая, что, если хе Х ‚то f(x)e У .Тогда для xe X 

имеет смысл выражение ф(/(х)). Выражение ф(./Л(х)) представ- 

ляет собой функцию аргумента x, определенную в промежутке Х. 
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Эта функция называется сложной функцией или суперпозицией функ- 

ций f(x) и $(У). 
Замечание. Предположение, что значения функции f(x) не 

выходят за пределы промежутка 7, в котором определена функция 
ф<(у) , весьма существенно: если его опустить, то может получиться 

и нелепость. Например, полагая г = пу, ау = зшх, мы можем рас- 
сматривать лишь такие значения х, для которых Sin x > 0 , ибо ина- 
че выражение Insinx не имело бы смысла. 

Теорема. Суперпозиция непрерывных функций непрерывна, т. е. 
если функция y=f(x) непрерывна в некоторой точке XE X , 
а функция ф(у) непрерывна в соответствующей точке ye Y 
(y, =f (x,)), то суперпозиция Ф (/1(х)) = F(x) непрерывна в точке Xo. 

}» Возьмем последовательность х/, х›, ..., Х„,... любую, но та- 

КУЮ, ЧТО x, Е Х Их, > ху . Гогда, в силу непрерывности функции 

f(x) вточке Xo, будет 

Ли) > Л(%) „т.е. Yn > Yo 
N—yoo n—poo 

(так Kak x,E€ X,TO у, = /(х,) Е У при всех п). Tak как y, ЕТУ 

uy, 2. Yo, TO, в силу непрерывности функции @(y) вточке yo, будет: 

In) > Yo) ›т.е. Ф(Л(%)) > Ф(/%)),т.е. Fn) > Р@%). 

А это и значит, что функция F(x) =@(f(x)) непрерывна 

в точке №. | 

4. Примеры непрерывных функций. 
1. f(x) = С(соп$) , хЕ (-о°, +0). 

Эта функция непрерывна в любой точке ху е (—%, + 0). 
}»> Всамом деле, пусть точка ху — любая из (-<°, + ©). Возьмем 

последовательность {х любую, но такую, что X, -> х. Соот- 
ПЗпеМ ? nN co 

ветствующая последовательность значений функции будет такой: 

Л) =С; Л(х)=С; .... Л) = С; 

Значит, f(x,) > С = Л(ж). А это означает, что f(x) — непре- 
П—)<о 

рывна вточке ху. У нас точка х› — любая из промежутка (—ce, + со). 

Следовательно, f(x) непрерывна в промежутке (—%~, +o). 4 
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2. f(x) =X, XE (-0°, +00). 
Эта функция непрерывна в любой точке Xp Е (-<®, + 0). 
}»> Выберем и закрепим любую точку ху в промежутке (-<°, + 0°). 

Возьмем последовательность х!, х›, ..., Х„,... Любую, но такую, что 

Xn > Xq- Соответствующая последовательность значений функ- 
П— с 

ции будет такой: 

F(X) =X, F(X) = XQ, ey Л) = Xn, 

Значит, f(x,) =X, > м = ЛО). А это означает, что функция 
li—joo 

f(x) непрерывна в точке ху. У нас точка ху — любая из проме- 

жутка (-, + со). Следовательно, f(x) =x непрерывна в проме- 

жутке (-о, +0). 4 

3. f(x) =x", XE (-°, +0), НЕ М (п — натуральное число). 

№ Эта функция непрерывна в промежутке (-о, +>), ибо 

f(x) = х-х....х .Следовательно, f(x) = x" непрерывна в про- 
we 

п сомножителей 

межутке (-со, + со) как произведение конечного числа функций, 

непрерывных в этом промежутке. <q 

4. f(x) = ax" +ах"\ +ах"* 4... 44, jx +4, , ХЕ (—09, + о) , 

ПЕМ (f(x) — целая рациональная функция, полином). 

» Эта функция непрерывна в промежутке (-со, + со) как сум- 

ма конечного числа функций, непрерывных в этом промежутке. q 

ах" +ах" "+... +a, 1X +a, 

by x + bx +. + bX + On 
5. f(x) = ‚ ПЕМитЕМ (f(x) — 

дробная рациональная функция). 

» Эта функция, как отношение двух непрерывных функций, 
будет непрерывна в любой такой точке хе (-<°, +o), в которой 
знаменатель отличен от нуля; т.е. f(x) будет непрерывна в каж- 

дой точке области своего существования. «$ 
Лемма. Для всех вещественных значений о справедливо нера- 

венство 

lsin o| < [©]. (+) 

> 1) Если о = 0, то соотношение (*) справедливо (это очевидно). 
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2) Пусть 0 <а< >. При доказательстве соотношения lim = = | 
а 

и 
нами было получено неравенство: зто < а, если 0<a< >. Так 

. Хх . . 
как sina>0O иа>0 для ae о 3} sina = [110], © =|a|, и по- 

тому неравенство Sina < © может быть записано в виде [sin о < |a. 

Следовательно, соотношение (*) справедливо для значений &, удов- 

п 
летворяющих условию 0 < a< 5. 

1 п 
3) Пусть a2 5. Имеем в этом случае | =a2 5 >1. Так как 

всегда |sina| <1, то получаем: |sina| < 1 < [0] = |sino < [© . Значит, 

соотношение (*) справедливо для значений O > >. 

4) Пусть a<0, т.е. ae (-,0). Имеем [sino =|sin (-o)| ; 

lo] =|-o]; -a>0, если о <0. В пунктах 2) и 3) было доказано: 

[sin (-cx)| <|-o| ‚если а < 0. Значит, |sina| < |0] если a < 0. 
Показано, следовательно, что соотношение (*) справедливо и для 

значений с < 0. 4 

6. f(x) =sinx, x (-о°, +0). 

Утверждаем, что f(x) = Sin x непрерывна в промежутке (-<°, + ©). 

» Выберем и закрепим любую точку х из промежутка 

(-оо, + со). Возьмем последовательность [хи } ем любую, но такую, 

что X, — ху (азначит, (x, —X)) > 0). Этой последовательности 
По п 

значений аргумента будет соответствовать последовательность зна- 

чений функции: {5тх,} „к. Имеем 

хех Хх tx 
sin x, = хо = 2sin—2——* с05-"_— 

2 2 

ох, -х X, +x х, —Xo 
> |sin x, —Sin Xo] = 2-|sin и 0... [С05 = 2 <2. ul |. 
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Таким образом, получили 

0 <|sin x, —sin ж| <|x, -ж|. 

У нас x, > х <> (X, —X%) > 0. А тогда, по теореме о “сжа- 
N—)oo fi—)oo 

той” переменной, находим, что (sinx, —Sinx) ~>0 = 
N—yoo 

sinx, > sinxX). Так как последнее соотношение справедливо для 
П— со 

любой последовательности {X, } 4» сходящейся к Xp , то заключа- 

ем, что lim зтх =sin ху . А это означает, что функция f(x) =sinx 
X—>XQ 

непрерывна в точке ж. У нас точка х — любая из промежутка 
(—co, + со). Следовательно, функция f(x) = зтх непрерывна в про- 
межутке (-—оо, + 00), 

7. f(x) = с0$х , ХЕ (-, +00). 
Утверждаем, что f(x) = созх непрерывна в промежутке 

(-©°, + со) . 

Tt . и, 
> Известно, что cos x = sin [+3] = cosx = пи, и=х+ = 

= Л(х)= созх непрерывна в промежутке (-°, + сэ) как суперпо- 

зиция двух непрерывных функций. «$ 

8. f(x) =tgx. 

> Имеем f(x) =tgx => 
cos x 

; f(x) определена всюду, за ис- 

ключением точек: x = (2 + р, К =0, +1, +2, ... (в этих точках 

cos x =0). Как отношение двух непрерывных функций, f(x) = tex 
непрерывна в промежутке (—c9, + °c) всюду, за исключением то- 

чек x=(2k+1)5, k=0, +1, 2, ... ,T.e. f(x) =tgx непрерывна 

в каждой точке области своего существования. < 

9. f(x) =ctgx. 

cosx 
——; f(x) определена всюду, за исключени- 

sinx 
» Имеем f(x) = 

ем точек x=kn, kK =0, +1, +2,... (в этих точках Sinx =0). Как 
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отношение двух непрерывных функций f(x) =ctZx непрерывна в 

промежутке (-со, + °°) всюду, за исключением точек х=кх, 
К =0, +1, +2, ... „т.е. f(x) = “вх непрерывна в каждой точке об- 

ласти своего существования. 

10. f(x) =a* (a>0, а=1), хЕ (-°, +), 

Лемма 1. Если y20, To (l+y)" >1+лу (пПЕМ). 

> Имеем 

(1+ y)" Ру + ty > (1+7) >1+пу. 4 
Ww 

20 

Jemma 2. Пусть {o,, } ем — последовательность натуральных чи- 

сел, любая, но такая, что @, — +o. Тогда, если а > 0 ,то at >|. 
И—уео N—)joo 

p> Обсудим сначала случай, когда а >1. 

a,, Имеем в этом случае: а”" = “а >1 = ам =] +Y,, где у, >0. 

А тогда а = (1+7, "= ‚ откуда, по лемме |, находим а >1+4,¥,. Сле- 

довательно, 

а-| (1) 

п 

О < У, < 

a2 99 а- ] < ГИ 

Но — 0. А тогда по теореме о “сжатой” переменной из 
0 ti—jyoo I 1 

(1) получаем limy, =0. У нас a“ =1l+y, => а“ -1=у, > 
noo 

=>|=lima™. 
N—yoo 

Рассмотрим теперь случай, когда 0О<а<1. 

| 
Имеем в этом случае a >1.А тогда, по доказанному выше, 

1 | | 

|; we |. Так как a” =, lim qo = | =1. < 
а N—)yco | N—yoo , 

— lim 
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Теорема 1. Если а>0, то lima’ =1. 
h-0 

» Обсудим сначала случай, когда а >1. 

Возьмем последовательность 1} ск — любую, но такую, что 

h, >0 (aia любого НЕ N) uh, > 0. Положим a, =Е > . Ясно, 
N—)oo n 

что а, — целое неотрицательное число, удовлетворяющее нера- 
венству: 

| 
a, < т <Q, + 1. 

п 

(Можно считать, что &,, > 0 , начиная хотя бы с некоторого ме- 

| as os 

ста, ибо — > |, начиная, по крайней мере, с некоторого места.) Ясно, 
п 

] | 
далее, что a, — +c. Так как a, < = то й, < — и, следовательно, 

1 n—yoo n a), 

ии 
а" < а“ ° 

h | 
Имеем, далее: a" >1> Wa, * Таким образом, получаем 

а я 

1 ии 
——< а" <a 
ql @n 

Переходя в этом неравенстве к пределу при п > oo и, приняв 

| 

во внимание, что а” -5 |, находим lim а" =| = lima’ =1. 
по N—yeo h+4+0 

Возьмем теперь последовательность {й,}_, — любую, но Ta- 

кую, что A, <0 (для всех NEN) u А, —>0. Положим -A, =Й,. 
П— со 

Ясно, что A, > 0, для всех пе М, ий, > 0. Имеем 
N—joo 

_i l , ] 
hy hn = lim а" = ИИ = | 

a a’ n—yo lima 
N—)0co 
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(ибо, по доказанному выше, lim a™ =1). Последнее означает, что 
N—)oo 

h lim а 
ho>-0 

Так как lim a’ = lim а" =1, то заключаем, что lima’ =1. 
h—+0 h--0 h-0 

Рассмотрим теперь случай, когда 0<а<1. 

| 
Имеем в этом случае —>1. А тогда, по доказанному выше, 

а 

] 

h h0 A 

g (2) а h-0 | @ 

Теорема 2. Функция f(x) =a* (а>0, a#1), хЕ (-°°, +), не- 
прерывна в промежутке (—c9, + 0). 

» Возьмем любую точку х из промежутка (—co, + co) и закре- 

h 
. 1 

lim} — | =1. Так как gq’ = 
h->0{ а 

пим ее. Мы докажем, что f(x) = а* непрерывна в точке ху, если 

покажем, что lim a* =а®. 
X—>Xq 

Положим x — xX =h => х=ж +h. Ясно, что h —> 0 ‚если x > X. 

Имеем а” =а®*" = 20% .q", А тогда 

lim а” =lim(a® -a") =а® -lima’ =a® .1=а®. 
XX h-0 h-0 

Так как точка ху — любая из промежутка (-<о, + ce) , TO заклю- 

чаем, что f(x) = a* непрерывна в (-°°, + °э). q 

$ 12. Свойства функций, 
непрерывных в замкнутом промежутке 

1. Первая теорема Больцано — Коши (теорема об обращении 
функции в нуль). Пусть функция f(x) определена и непрерывна 
в замкнутом промежутке [a,b]. Если значения функции f(x) на 
концах промежутка [a,b] суть числа разных знаков (т.е. 

Г(@): f(b) < 0), то между точками а и В обязательно найдется хотя 
бы одна точка с такая, что f(c) = 0. 
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AY (Ha рис. 3.6 дано геометрическое 

y=f(x) пояснение; оно не является доказатель- 
ством теоремы.) 

№» Пусть для определенности 

f(a) <0, f(b) > 0. Положим 12 о 

Vx
 

b-a 
(d=a+ ). Если окажется, что 

Рис. 3.6 

f(d) = 0 , то точка d будет искомой. 

Пусть же f(d) #0. Тогда один и только один из двух проме- 
жутков [а,4], [4,6] будет таким, у которого на левом конце функ- 
ция f(x) принимает отрицательное значение, а на правом — по- 

ложительное. Обозначим этот промежуток через [а,5]. 
Если реализуется случай 1) (см. рис. 3.7), то a, =d, В =6. Если 

реализуется случай 2) (см. рис. 3.7), то a, =a, В =а. Ясно, что а<а,, 

^“; а) <0, f(b) >. 
a, + 

Положим, затем, d, = a+b Если окажется, что f(d,) =0, To 5 | 

р <b ичто а <&; в -а = 

точка d, будет искомой. 

Пусть же f(d,) #0. Тогда один и только один из двух проме- 
жутков [a,,d,], [4,6] будет таким, у которого на левом конце 
функция f(x) принимает отрицательное значение, а на пра- 

BOM — положительное. Обозначим этот промежуток через [а›,5.]. 
Будем иметь: f(a,)<0, /(ь)>0; asa <a; а› <; 6 <В <5); 

а b-a 
=> 2 =——. 

22 

Станем продолжать этот процесс аналогичным образом. Если 
на каком-нибудь п-ом шаге мы получим точку 4, такую, что 

1) ©) 2) © 

| XxX а ! XxX 
$a ЧЕ ee 

а од В b 

© @
-
-
-
-
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(а, ) = 0, то эта точка d, будет искомой. В противном случае мы 

получим две бесконечные последовательности 

а, Az, аз, ..., Any (ASA SA, за <...<а, <...) (1) 

и 

b,, 65, 64, ..., 5,, ..(b 25 26,26, 2...25, 2 ...), (2) 

b-a 

2" 
Так как a, <5,,a 5, <6,_ < ...<Ь, то при всех ne N: a, <b. 

Значит, последовательность (1) монотонно возрастает (по край- 
ней мере, в широком смысле) и ограничена сверху. Следовательно, 
у последовательности (1) существует конечный предел. Пусть 

с = Ита, . У нас при всех ne М: а<а, <b. Переходя здесь к пре- 
П—юо 

такие, что при всех пе М: f(a,) < 0, f(b,) > 0; 4, < 5,3; 5, -а, = 

делу при п — oo, получим: а<с<Ь, т.е. се [a,b]. 

Покажем, что последовательность (2) сходится к TOMY же преде- 
лу с. 

В самом деле, имеем 

b-—a 
b, =a, + (6, -—a,) =a, + => 

, , . b-a 
= lim 4, = lima, + lim —=c+0=c. 

П—)со П—со N—)oco п 

Итак, показано, что в промежутке [a,b] существует точка с та- 

кая, что a, > сир, с. По условию функция f(x) непрерыв- 
йЙ—со П—со 

на в промежутке [a,b]. Значит, в частности, функция f(x) непре- 

рывна в точке с. Но тогда из соотношений a, > с, В, — с следует 
N—)joco noo 

S(a,) > f(c) и f(6,) > f(c). У нас при всех ne М: 
N—yoo N—)oo 

Л(а,) <0; f(b.) > 0. (3) 
Переходя в неравенствах (3) к пределу при n> © ‚ получим 

Д(с) <0и f(c)20. 

Совместное осуществление этих двух последних неравенств 
возможно лишь тогда, когда f(c)=0. Было показано, что точка 
СЕ [a,b]. Так как по условию f(a) #0 и f(b) #0, то заключаем, 
ЧТО СЕ (a,b), т.е. а<с<бв. % 

123



yh AY 

Д(в)--------------- 
ООВ ООО | 

—1 x у Г 
О | — К(а)|--- t 

i _| Г 

ЗОНЕ: 
О а сер > 

Рис. 3.8 Рис. 3.9. Геометрическое пояснение 
теоремы о промежуточном значении 

Заменание. Требование непрерывности функции f(x) во всех 
точках промежутка [a,b] существенно. Возьмем, например, функ- 

цию f(x) = 1 и рассмотрим ее в промежутке [-1, 1]. Хотя эта функ- 
х 

ция и принимает значения разных знаков на концах промежутка 
[-1, 1], но в нуль в [--1, 1] нигде не обращается. (Эта функция не 
является непрерывной в точке x =0.) 

2. Вторая теорема Больцано — Коши (теорема о промежуточ- 
ном значении). Пусть функция f(x) определена и непрерывна 
в замкнутом промежутке [a,b] и на концах этого промежутка при- 
нимает неравные значения (пусть для определенности f(a) < f(d)). 
Тогда, какое бы число 7, лежащее между f(a) и f(b) ни взять 
(f(a) <у</Л(6)), между точками аи В обязательно найдется хотя 
бы одна точка с такая, что будет 

f(c)=y7. 
Иначе: непрерывная функция, переходя OT одного своего зна- 

чения к другому принимает и все промежуточные значения. 
Введем в рассмотрение вспомогательную функцию: 

Ф(х) = f(x) -y . Ясно, что функция ф(х) определена и непрерывна 
на замкнутом промежутке [a,b]. У нас f(a) <у < f(b). Поэтому 

ф(а) = f(a)-7 <9, $(5) = Л(В)-1>0. 
Видим, что функция ф(х) на концах промежутка [a,b] прини- 

мает значения разных знаков. А тогда, по первой теореме Больца- 
но — Коши, между точками аи в обязательно найдется хотя бы 
одна точка стакая, что ф(с) =0,т.е. Л(с)-у=0, или f(c)=y. 4 
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3. Существование и непрерывность обратной функции. 

Определение. Функция у = f(x), заданная на множестве Х, на- 

зывается обратимой, если неравным значениям аргумента отвеча- 

ют неравные же значения функции, т.е. если хях”, то и 
(<) = f(x’). (Здесь х’и x” — любые две точки из 4). 

Пусть функция у = f(x) — обратимая, заданная на множестве 

X, и пусть У— множество всех значений этой функции. 
Возьмем любое уе ТУ. Ясно, что на множестве Х найдется одно 

и только одно значение ху такое, что /(ху) = уу. Таким образом, 
каждому значению у из множества Y отвечает совершенно опре- 

деленное значение х (xe Х итакое, что f(x) =у). Это означает, 
что хесть функция от у, определенная на множестве У, т.е. х = 2(у), 
УЕ 7. Функция x = g(y), определенная на множестве 7, называет- 

ся обратной функцией для функции y= f(x), определенной на 

множестве Х. 
Определение. Пусть функция f(x) задана на промежутке Х. Если 

из неравенства: x’ <x”, где х’и х” — любые две точки из Х, сле- 

дует неравенство: f(x’) < f(x’), то функция f(x) называется стро- 
го возрастающей в промежутке Х. 

Если же из неравенства: x’< x", где хи x” — любые две 
точки из Х, следует неравенство: f(x’) > f(x’), то функция f(x) 

называется строго убывающей в промежутке Х. 
Отметим, что функции строго возрастающие и строго убываю- 

щие являются обратимыми. 

Теорема. Пусть функция у = f(x) определена в промежутке [a, 6] 
(а<Ь) и является там строго возрастающей и непрерывной. Тогда 

у функции у = f(x) имеется обратная функция х = g(y), опреде- 

ленная в промежутке [p,g], где р = f(a), а = f(b), причем эта функ- 

ция строго возрастающая и непрерывная в промежутке [p,q]. 
» Раз функция у = f(x) строго возрастающая в [a,b], то она 

обратима и потому у нее существует обратная функция xX = 2(у). 
Как всегда, эта обратная функция определена на множестве 7, со- 
стоящем из всех значений функции f(x). 

1. Покажем, что У =[р, 4]. 

Пусть yo — любое, принадлежащее Y( yy € Y ). Это значит, что 

Yo — одно из значений, принимаемых функцией f(x) в проме- 
жутке [а, 5]. Следовательно, в промежутке [a,b] имеется ху такое, 

что /(м) = Yo- 
Так как а< ху <5 итак как функция f(x) строго возрастаю- 

waa, то f(a) < /(х) < f(b), Te. р < Yo < 4, азначит, Уд е [p,q]. 
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Итак, из того, что УЕ, следует: у Е [p,q]. Так как и — 
любой элемент из 7, то заключаем, что 

У <[р,4]. (*) 

Пусть теперь у — любое, принадлежащее [p,q] (УЕ [р,4]). По- 

кажем, что ye Y . Для этого надо показать, что в промежутке [a, b] 
обязательно найдется Х такое, что Г(Х)=у. Если у=р (у нас 
р = Г(а)), то таким х является а. Если у=а (у нас а = f(b)), то 
таким Х является 65. Если же p< y <q, то существование требуе- 
мого х в промежутке [a,b] вытекает из второй теоремы Больца- 
но — Коши. 

Итак, из того, что уЕ [р,4], следует, что ye У. Так как у — 
любой элемент из [p,q], то это означает, что 

[2,9] = У. (+=) 

Из того, что У с [р,4],а [р,а] с Y следует, что У =[р,4]. 
2. Покажем теперь, что функция X= #(у) строго возрастает 

в [p,q]. Для этого в промежутке [p,q] возьмем у и у› — любые, 
но такие, что у <у›. Положим &(у)=х,, &(у>) =X). Ясно, что 
х, е [a,b] и хе [а,6] и что f(x)=y,, (5%) =у›. Так как x, 
и х› — вещественные числа, TO, по свойству упорядоченности сис- 
темы W, обязательно имеет место одно и только одно изтрех соот- 

ношений: х, < №, х=хХ, Хх >. 
Если бы было: x; =х, , то тогда оказалось бы: f(x,) = /(х>), 

т.е. у = Y2, аэто не так. Значит, соотношение х, = х› исключается. 
Если бы было: x, > х) , то тогда оказалось бы: f(x,) > f(x), т.е. 
У > у, а это не так. Значит, соотношение X, > х› исключается. Так 
как соотношения X, =х› их > х› исключены, то остается только 
соотношение X, < х› , азначит, #(у) < &(у>). Таким образом, полу- 
чили: из того, что у, < Yo, где у и Yo — любые две точки из [р,4], 
следует, что g(y,) < &(у>). А это означает, что функция х = B(y) — 
строго возрастающая в [p,q]. 

3. Остается доказать непрерывность функции х = g(y) в [p,q]. 
Возьмем любую точку У Е [p,q] и установим непрерывность функ- 
ции х = g(y) в этой точке. Тем самым будет установлена непре- 

рывность функции х = #(у) в промежутке [p,q]. 
Пусть для определенности: p< у <а4. Положим g(yo) = Xp 

(№ € (a, 5)). Возьмем = > 0 — любое, но такое, чтобы было: b -х 2 € 
и Хх -а>е:. Положим х =X —E, х> = Хх +в. Ясно, что точки X, и 
x, Е [a,b] их < xX. Пусть f(x) = я, f(x.) = у». Ясно, что точки у, 
и у› принадлежат [p,q] и у < y (см. рис. 3.10). 
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Возьмем у — любое, удовлет- х-& хо Xt 
воряющее неравенству: э— a x р 

я<у<». (4) 
Так как функция g(y) — 

строго возрастающая, то из нера- ъ $ $ 
Я Уо У? венства (4) вытекает неравенство 

g(y,) < ely) < 8(>.), (5) Рис. 3.10 

S
e
 

Q
e
 

т.е. 

х, < #(у) < х› > №-=< (у) < Ж += > 

= 2(%)-= < Bly) < 8(%) += <> -=< 8(У) - &(%) <& > 

< [2()- g(y)| <e. 

Подчеркнем еще раз, что неравенство <> |&(у) - &(%)|< = вы- 

полняется для всех у, удовлетворяющих неравенству: у <у<у. 

Заметив это, положим д = min (у — YH, Yo —Y,)- (Ясно, что § > 0, ибо 
разности у> — Yo и Yo — У положительные). А тогда всякое у, удов- 
летворяющее условию: у —5 < y < Yo +5, будет удовлетворять не- 
равенству (4) и, следовательно, для всякого у, удовлетворяющего 

условию |у- yo] < 6, будет: 

(20) - 80%) <=. 
А это означает, что функция х = &#(у) непрерывна вточке У. | 

Заменание 1. Аналогичная теорема имеет место для строго убы- 
вающих функций. Именно. 

Пусть функция у = f(x) определена в промежутке [a,b] (a <b) 
и является там строго убывающей и непрерывной. Тогда у функ- 
ции у = f(x) имеется обратная функция xX = g(y), определенная в 
промежутке [ p,q], где р = f(b), а = f(a), причем эта функция строго 
убывающая и непрерывная в промежутке [p,q]. 

Замечание 2. Справедливы также следующие утверждения. 
I. Пусть функция y= f(x) определена в промежутке (a,b) 

(а<Ь) и является там строго возрастающей и непрерывной. Тог- 
nay функции у = f(x) имеется обратная функция x = &(у) ‚ опре- 

деленная в промежутке (p,q), где P= im | S(x), а= Jim F(x), 

причем эта функция строго возрастающая и непрерывная в про- 
межутке (p,q). 

I. Пусть функция y= f(x) определена в промежутке (a,b) 
(а<В) и является там строго убывающей и непрерывной. Тогда 
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у функции у = f(x) имеется обратная функция х = &(у) ‚ опреде- 

ленная в промежутке (p,g), где p= lim f(x), а= Ит f(x), при- 
x—»b-0 х>а+0 

чем эта функция строго убывающая и непрерывная в промежут- 

ке (p,q). 
Заметим, что некоторые из чисел a,b, p,q могут быть несоб- 

ственными. 
4. Непрерывность элементарных функций (продолжение). 
1. y=arcsinx. 
Рассмотрим функцию xX =Siny. Эта функция определена и 

кт 
непрерывна на всей оси, а на промежутке |- =. 2 она еще и 

строго возрастающая. Значит, рассматривая Ce ДЛЯ ye =) 4 » МЫ 

можем применить к ней теорему об обратной функции. По Teope- 

ме об обратной функции, функция y=arcsinx будет определена 

на промежутке [-1,1] и будет строго возрастающей и непрерыв- 

ной на этом промежутке. 

2. y=arccosx. 
Рассмотрим функцию X =COSY. Эта функция определена и 

непрерывна на всей оси, а на промежутке [0,2] она еше и строго 
убывающая. Значит, рассматривая ее для ye [0, д], мы можем при- 
менить к ней теорему об обратной функции. По теореме об обрат- 
ной функции, функция у = агссозх будет определена на проме- 

жутке [-1,1] и будет строго убывающей и непрерывной на этом 
промежутке. 

3. y=arctgx. 
Рассмотрим функцию X=tgy. Эта функция определена на 

пт 
промежутке [-2. >} строго возрастает и непрерывна там. Имеем 

lim у=-о, lim tg y = +00. Рассматривая функцию х = у для 
х —+0 =. yo 5+ У>> 0 

Tt 
ye [-5. 5} приходим к выводу, что функция у = arctgx опреде- 

лена в промежутке (—c, + 0c), строго возрастает и непрерывна на 
этом промежутке. 
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4. y=arcctgx. 

Рассмотрим функцию х=с@у. Эта функция на промежутке 

(0, =) определена, строго убывает и непрерывна. Имеем lim, ctg y = +05, 
y~ 

lim ctg у = —со. Рассматривая функцию х = с у для ye (0,72), при- 
youn 

ходим к выводу, что функция у = arcctgZx определена в промежутке 

(—co, + со) ‚ строго убывает и непрерывна на этом промежутке. 

5. Логарифмическая функция y=log, x (a>0, a#1). 

Логарифмическая функция y=log, x является обратной для 
показательной функции: x =a’, уЕ (-°°, + 0), 

a) Пусть а > 1. В этом случае функция х = a” — строго возра- 

стающая и непрерывная в промежутке (-, + <). Имеем 

lim a” =0; lim a” = + . Следовательно, если а >1, то функция 
yo Y— too 

у = 108, X определена в промежутке (0, + сэ) ‚ строго возрастаю- 
щая и непрерывная в этом промежутке. 

В) Пусть 0 <а<1. В этом случае функция x = a” — строго убы- 

ваюшая и непрерывная в промежутке (—°°, + со). Имеем lim а’ = +, 
у—— 

lim a’ =0. Следовательно, если 0<a<1, то функция y=log, x 
JY too 

определена в промежутке (0, + °°) , строго убывающая и непрерыв- 
ная в этом промежутке. 

6. Общая степенная функция у=х” , где г— любое веществен- 
ное число (ГЕ W ). 

В качестве определения общей степенной функции у=х” при 
любом вещественном ги xe (0, +o) принимаем выражение: 
у=х" =е" ИХ, хе (0, +0). Имеем у=е“ ‚где и=гшх. Видим, что 
функция у=х”, хе (0, + ©), г любое вещественное число, будет 
непрерывна на промежутке (0, +o) как суперпозиция непрерыв- 
ных функций. 

В пункте 4°, $ 11, и в пункте 4’, $ 12, были рассмотрены основные 
(простейшие) элементарные функции. Было показано, что каждая 
простейшая элементарная функция непрерывна в каждой точке 

области своего существования. 
Введем понятие класса элементарных функций. 
К классу элементарных функций относят прежде всего OCHOB- 

ные (простейшие) элементарные функции, а также все функции, 
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получающиеся из основных с помощью первых четырех арифмети- 
ческих действий и операций суперпозиций, последовательно при- 

мененных конечное число раз. 
Было установлено выше (см. пункт 2°, $ 11), что любая арифме- 

тическая операция над непрерывными функциями приводит 
к функции, непрерывной в каждой точке области ее существова- 
ния. Было установлено также (см. пункт 3°, $ 11), что суперпозиция 
непрерывных функций есть функция непрерывная. Поэтому мож- 
но сделать общий вывод 

Всякая элементарная функция непрерывна в каждой точке 
области своего существования. 

5. Три важных предела. 

1. Предел функции In (1+) при © -—>0. 

Установим, что lim In (I+ a) =|. 
a—0 a 

ш (1+0) 1 а . 
>» Имеем = on (l+a) =In(1+a)". Перейдем в этом 

равенстве к пределу при a > 0. Так как логарифмическая функция 

| 
* = | Ит( +0) ° |= 

a—0 
есть функция непрерывная, TO lim In (1 + a) 

а@а> 

= In e = 1. Следовательно, 

lim D+) 1 
a0 a 

а“ —] 
2. Предел функции при с > 0. 

. ari 
Установим, что lim =Ina. 

a0 @ 

» Положим а“ -1=В => a®=14+8 => 

= «па = ш (1+В). (6) 

Заметим, что В > 0, если a > 0 (ибо lim а“ =1). Из равенства 
@&—> 

(6) находим © = In aa . Имеем 
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[9 a Ш (1+В) _ ‘In (1+8). 

Перейдем в этом равенстве к пределу при а > 0. Будем иметь 

a ® а -1_В_ В-ша — ша В 

а“ — 
lim 
а>20 @ a0 In (1+ В) 

0) 

3. Предел функции 
(1+a)" —1 

oO 

. (lta)? -1 
Установим, что lim ( ) = 

a0 a 

№» Положим (1+o)*-1=8 => (1+а) =1+В => 

=> щп (1+9) = ш (1+8). (7) 

Заметим, что B > 0, если a > 0 (ибо lim(t +a)" =1). Имеем 
a 

(1+0) -1_ В _ В pwin(l+q) _ В In (+0). 

с о а In(i+B)  шШ(+ я 

Перейдем в этом равенстве к пределу при с —> 0 (а, следова- 

тельно, и В > 0). Получим 

И —_ lim (Lt) lw. a B Him DOF Lag 

a—0 04 a0 In (1 ++ В) a—0 red 
(B-0) й № я af 

=| 

6. Степенно-показательные выражения. 

Это выражения вида 

[uo]. (*) 
Здесь u(x) и v(x) — функции OT х, определенные на MHOXe- 

стве X. Предполагаем, что для всех х из множества А u(x) > 0. Пусть 
требуется найти предел выражения [и(х) при х > хо. Счита- 

ем, что точка ху обладает тем свойством, что в любой 6 -окрестно- 

сти точки ху имеются точки множества Х, отличные OT хо. Пред- 
ставим выражение (*) в виде 

[и(х)] _ ev(x) In u(x) 
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Пусть существуют конечные пределы: lim v(x) =Би jim u(x) =a, 
X— XQ >№ 

причем а > 0 (значит, существует конечный предел lim Inu(x) = та; 
X—-Xq 

здесь использована непрерывность логарифмической функции). Сле- 
довательно, 

lim v(x)-Inu(x) =В та. 
X— Xp 

A тогда, в силу непрерывности показательной функции, получаем 

Jim n [v(x) In u(x)] 
ex? 

v(x) In u(x) — — е? па _ a? lim [u(x)]" = lim e 
XX XXp 

Заметим, что предел выражения [uy] при х — х› можно 

установить не только в случае, рассмотренном выше, но и во всех 
случаях, когда удается найти конечный или бесконечный предел с 

произведения у(х): пи(х) , когда оно представляет неопределен- 
НОСТЬ ВИДа c-0 при х > Xp: 

1) если с — конечное число, TO lim [и(х)] = еб; 
Хх—>.^% 

2) если с = —® ‚то lim [u(x)]"” =0; 
X—Xq 

3) если с = +=, то lim п [u(x)] re) = +00, 

Случаи, когда произведение у(х)- пи(х) представляет при 
х > х неопределенность вида со . 0 , отвечают следующим комби- 
нациям: 

1) lim u(x) =1, lim v(x) = +e; 
X—Xp X—IXH 

2) lim u(x) =0, lim v(x) =0; 
xX Xp XX 

3) lim u(x) =+0, lim v(x) =0. 
XX XX 

В этих случаях говорят, что выражение [и(х) при х > Xp 

представляет соответственно неопределенности вида: 1”, 0°, 007. 

Для решения вопроса о пределе выражения [и при 

х > х здесь мало знать лишь пределы функций и(х) и у(х) при 

х > Xp, а нужно непосредственно учитывать законы, по которым 
они стремятся к своим пределам при х > Xp. 
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Приведем несколько примеров для раскрытия этих новых видов 
неопределенностей. 

| as 
Пример 1. Найти lim cOS* } [17]. 

x0 | cos 2x 

} Станем искать 

1. | In ( cos x 
cos xX — 

>» Имеем = ex (cos2x 
cos 2x 

In 1+( Cos x -1) 
. | ( cos x cos 2x A 
lim — - In] —— | = lim . 
x0 x Cos 2x x0 x? | 0 

Cos x | 

~ . cosx—cos2x = lim £082X__ = jim 5 = 
x0 x x20 x“ cos2x 

~. 3 . x 3 x 
2sin—X-sin— 2.-х.— 3 

_ 2 4: 2 2 _ = lim 5 = = lim 5 ==>: 
x90 =x“ cos2x x20 x*cos2x 2 

1. 
. cosx \? 

Ответ: lim| ——— К =е?. q 
x-0{ Cos 2x 

X—)oo X 

x 

Пример 2. Найти lim (sin > + cos ; [17]. 

| i >” [sing +e0s5 } 
p> Имеем | sin—+cos—]| =e х */, Станем искать lim xx 

xX X X—joo 

хп [sin + e055} [oo - O]. Положим 1=, => 1 ->0, если x D0. 
x x x 

Тогда 

. | | ._ In(sinf+cosf) 
lim xIn | sin—+cos— |= lim = 
X—yoo x x [0 l 
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In [I +(sint+cost-1)] _ sinf+cost—1 _ 
= lim lim 

1-0 [ {0 [ 

2sin = -cos =~ 2sin? > 2sin £ ; р 

= lim 2 2 — lim 2 [55-я |= 
{0 f t0 f 

. it 
sin— 

= lim 2 cos. —sin£ =|. 
2 2 

x 

Omeem: lim [sins + cos | =е. 4 
X—joo x x 

7. Первая теорема Вейерштрасса (00 ограпиченности функции). 
Если функция f(x) определена и непрерывна в замкнутом про- 
межутке [a,b], то она ограничена, т.е. существуют числа ти М 
такие, что т < f(x) < М для xe [a,b]. 

> Предположим противное, а именно, допустим, что f(x) не 
является ограниченной в промежутке [a,b]. Но тогда не может 
оказаться, чтобы для всех хе [a,b] было бы: |/(х)|< 1. Поэтому 
в промежутке [a,b] обязательно найдется хотя бы одно X = X, та- 
кое, что будет: 

[f(x,)[ > 1. 

Точно также не может оказаться, чтобы для всех хе [a,b] было 

бы: | f (x)| <2. Поэтому в промежутке [a,b] обязательно найдется 

хотя бы одно х = х, такое, что будет: 

[f(x2)[ > 2, 
HT. Д. 

Продолжая этот процесс, мы придем к последовательности 

Xp 9X75 ...› Хи, -.. (8) 

такой, что при каждом ne М: ЖЕ [а, 65] и |И(х,) > п. Но тогда 

[Ff (x,)| > +o. (9) 
N—yoo 

У нас последовательность (8) — ограниченная, ибо при лю- 

бом ЛЕМ: 

asx, <b. (10) 
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Следовательно, по принципу выбора Больцано — Вейерштрас- 
са, из последовательности (8) можно выделить подпоследователь- 

ность, сходящуюся к конечному пределу. Пусть это будет {Xn, } en 

и пусть Xp, 2% . Из неравенства (10) заключаем, что при любом 

КЕМ: 

asx, Sb, 

Переходя здесь к пределу при А - oo, получаем 

а< ху <ЬВ,т.е. Xp [а,6]. 

По условию функция f(x) непрерывна в [a,b]. Значит, в час- 

—)ою 

следует. 

Ли) 2 £00) = И) > [Ио]. (11) 
Ко 

(|f(xo)| — определенное число). 

С другой стороны, последовательность || f(Xn,) \ является 
КЕМ 

подпоследовательностью для последовательности {| f(x, У к . Из 

этого факта и из (9) вытекает, что должно быть 

[хи | > +=. (12) 
AT k—y00 

Сопоставляя соотношения (11) и (12), видим, что получено 
противоречие. Это противоречие и доказывает теорему. «4 

Замечание. Требование непрерывности функции f(x) в замк- 
нутом промежутке [a,b] существенно. Если функция f(x) непре- 
рывна лишь в открытом промежутке (a,b) или в полуоткрытом 
промежутке (a,b] (или [а,5) ), то нельзя гарантировать ограничен- 
ность /(х) в этих промежутках. 

Рассмотрим, например, функцию f(x) = 1. Она непрерывна 
х 

в промежутке (0, 1]. В каждой конкретной точке этого промежут- 

| 
ка она принимает конечное значение, HO f(x) = — не ограничена, 

х 
ибо при приближении хк 0 может принимать сколь угодно боль- 
шие значения. 
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8. Вторая теорема Вейерштрасса. Если функция f(x) определе- 
на и непрерывна в замкнутом промежутке [a,b], то она достигает в 

этом промежутке как своего наибольшего, так и своего наимень- 
шего значений. 

p> По первой теореме Вейерштрасса множество значений, ко- 
торые принимает функция f(x) на [a,b], является ограниченным. 
Мы знаем, что для всякого непустого числового множества, огра- 
ниченного и сверху, и снизу, существуют точная верхняя и точная 
нижняя границы. 

Пусть М =sup{f(x)}, m= inf FCO} (Ми т — конечные чис- 
[2,5] а, 

ла). Мы установим, что функция f(x) достигает в промежутке [a,b], 
например, своего наибольшего значения, если покажем, что в про- 
межутке [a,b] имеется хотя бы одна точка ху такая, что /(х)=М. 
Рассуждаем от противного. Допустим, что такой точки ху в проме- 
жутке [a,b] нет. Но тогда при всех x из промежутка [a,b] будет: 

М - 1(х)>0. 

Введем в рассмотрение вспомогательную функцию 

M - f(x) 

Функция (x) определена и непрерывна в промежутке [a, 5] 
как отношение двух непрерывных функций с не обращающимся в 
нуль знаменателем. Отметим еще, что ф(х) — положительная в [а,6]. 

К функции ф(х) применима первая теорема Вейерштрасса. Это 
позволяет утверждать, что существует число А > 0 такое, что при 
всех х из [a,b] будет: 

ф(х) = 

ф(х) < К или cK 2 М-1>- 5 
| 

М — f(x) 

5 $ M-— an всех xe [a,b]. (13) 

Так как неравенство (13) выполняется для всех xe [a,b], то 

| 
заключаем, что число М ag есть верхняя граница множества 

{f(x)}, хе [a,b]. А это невозможно, ибо у нас М =sup {f(x)} и, 
[а.5] 

следовательно, любое число, меньшее, чем М не является верхней 
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границей множества { f(x)} , xe [a,b]. Полученное противоречие 

доказывает, что на промежутке [a,b] обязательно имеется хотя бы 
одна точка X,, в которой функция f(x) принимает свое наиболь- 
шее значение. 

Совершенно аналогично устанавливается, что функция f(x) 

принимает в промежутке [a,b] свое наименьшее значение. | 

$ 13. Понятие равномерной непрерывности функции. 
Теорема Кантора 

Пусть функция f(x) определена в некотором промежутке Х 
(промежуток Х’может быть замкнутым или нет, конечным или бес- 
конечным). Пусть точка x, е X un f(x) непрерывна в точке х,. Это 

означает, что lim f(x) = f(%)) или (“на языке €-5”): любому 
X—>Xy 

числу 5>0 отвечает число 6 >0 такое, что как только хЕХ 

и х-м| <8, так сейчас же 

|f(x) - f(%)| <=. 
Предположим теперь, что функция f(x) непрерывна во всем 

промежутке X, т.е. непрерывна в каждой точке х, этого проме- 
жутка. Тогда для каждой точки X, из Х в отдельности по заданно- 
му числу 5 > 0 найдется число б > 0 такое, что как только хЕХ 

и [х-м|<5, так сейчас же |У(х)- /(ж)|< =. Следует отметить, 

что при изменении положения точки х, в промежутке Х (при 
неизменном числе $ > 0) число 5 > 0 будет, вообще говоря, ме- 
няться. Из рис. 3.11 видим, что число б, пригодное на участке, где 
функция изменяется медленно (график функции представляет 
пологую кривую) может оказаться слишком большим для участ- 
ка быстрого изменения функ- 
ции (где график круто подни- AY 
мается или опускается). 

Видим, таким образом, что 
число д > 0 выбирается по числу 28 < 
= >0, и для каждой точки xX, € X 
оно будет своим, т.е. 5 зависит 
И OT €, и от положения точки х, 
на промежутке Х. 

По отношению к функции О 
f(x), непрерывной в промежутке 
А, возникает вопрос: нельзя ли 
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для каждого, заданного заранее, числа = > 0 указывать число 6 > 0 
такое, которое годилось бы для любого положения точки х, на 
промежутке Х. 

Ответ: не всегда. Убедимся в этом на примере. 

Пусть f(x) = cos . Станем рассматривать эту функцию Ha про- 
х 

межутке X = (0, 1]. Заметим, что функция f(x) = cos — непрерывна 

на промежутке (0, I]. 

Возьмем какое-нибудь число > 0 (например, = = 5 >0)и по- 

| as 

кажем, что по этому == 5 > 0 нельзя найти 6 > 0 такое, которое 

1 
Г —— годилось бы для любого положения точки 

0 ЛЛб х, на промежутке (0, 1]. Рассуждаем от про- 
] ] тивного. Допустим, что такое 6> 0 есть. 

р Возьмем натуральное число п (ne М) столь 

l 
. —<d Puc. 3.11 большим, чтобы было: = <6. Но тогда 

| | | 
и подавно: ——— <6. Положим х=—; X% =——. Ясно, что 

nt + — nn nnt+— 
2 

|x — x9| = |— - ———] < 8. Однако 

1) - Лод =|" -=16 5-6), 
В случае, когда для любого, сколь угодно малого, числа => 0 

можно указать число б > 0 такое, что неравенство: |x —ж| < 5 вле- 

чет за собой неравенство | F(x) -f(% )] <€, где бы в пределах рас- 

сматриваемого промежутка Х ни лежали точки х, и х, функцию 
f(x) называют равномерно непрерывной на промежутке X. 

В этом случае число 6 > 0 оказывается зависящим только OT &, 
т. е. б > 0 годится для любого положения точки X, на промежутке Х. 
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Определение равномерной непрерывности функции / (x) на про- 
межутке Х можно сформулировать и следующим образом. 

Функция f(x) называется равномерно непрерывной на проме- 
жутке Х, если любому числу = > 0 отвечает число 6 > 0, зависящее 

ТОлько ОТ €, Такое, что для любых двух точек х’и x” из промежутка 

Х, для которых: |x” - x < 5, оказывается: | о -f (x’)| <5. 

(Важно подчеркнуть еще раз, что здесь х’и х” — любые две 
точки из промежутка Х, отстоящие друг от друга на расстоянии, 
меньшем, чем фи что 6 зависит только от 5.) 

Для случая, когда промежуток Х является замкнутым проме- 
жутком [a,b] имеет место следующая теорема. 

Теорема Каитора. Если функция f(x) определена и непрерыв- 
на в замкнутом промежутке [a,b], то она и равномерно непрерыв- 
на в этом промежутке. 

» Рассуждаем от противного. Допустим, что функция f(x) не- 

прерывна Ha [a,b] не равномерно. Это означает, что не всякому 
=>0 отвечает б>0 в смысле определения равномерной непре- 
рывности. Следовательно, имеется хотя бы одно €, > 0, которому не 

отвечает никакое 6>0 в смысле определения равномерной не- 
прерывности. 

Возьмем 9, = 1(> 0). Не может оказаться, чтобы для всех пар TO- 

чек х’и x” из [a,b], для которых |х”-х'|<6,, было бы 

| f(x’) - Л(х') < ©. (В противном случае 5, = | отвечало бы = всмыс- 

ле определения равномерной непрерывности; у Hac же &,>0 не 
отвечает никакое 6 > 0.) Следовательно, в промежутке [a,b] обяза- 

тельно найдется хотя бы одна пара точек х/ и xX; , такая, что хотя 

|x{’— х!| < 6 , однако 

Иод - Ло] £0. 

Возьмем 5) = 5 (> 0). He может оказаться, чтобы для всех пар точек 

х’и x” из [а,6], для которых |x” -х1 < 82, былобы | f(x") - f(x))] < =. 

l 
(В противном случае 8, = 5 отвечало бы &в смысле определения 

равномерной непрерывности.) Следовательно, в промежутке [а,6] 
обязательно найдется хотя бы одна пара точек х> и Xz такая, что 
хотя [xz — х2| < 6, однако 
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If(x2) — Л) > £0, 
ИТ. Д. 

] 
Возьмем 6, =— (> 0; пе №). Не может оказаться, чтобы для 

n 

всех пар точек x’ и x” из [a,b], для которых |x” — x] < &, , было бы 

| 
— отвечало бы &, 
n 

в смысле определения равномерной непрерывности.) Следова- 
тельно, в промежутке [a,b] обязательно найдется хотя бы одна пара 

f(x") - f(x)| < во. (В противном случае 5, = 

точек х„, хи такая, что хотя |хи — хи| <5, , однако 

[F (xn) — Л(х,)] 2 £0» 
ит. д. 

Таким образом, у нас выстраиваются две последовательности: 

Xj Х>, 2005 Хи ove 5 (1) 

Xp ХЗ, ...5 Xing ove yg (2) 

обладающие свойствами: при всех ne N x), e[a,b], x, [a,b], 

реж <<, Ио) - Fo 2 &0 

> oy od e_ wry Tl 
Из того, что [хи —x;,|<—,T.e. -= < (х„ —%) <= при всех ne №, 

n 
следует, что 

(x, -X,) > 0. (3) 

Из того, что x), Е [a,b], x, e [a,b],T.e.a<x, <В, а<х, <b при 

всех ne Л, следует, что последовательности (1) и (2) — ограниченные. 
Так как последовательность (1) ограниченная, то по принципу 

выбора Больцано — Вейерштрасса из нее можно выделить под- 

последовательность {x, i, „› Имеющую конечный предел. Пусть 
Е 

, 

Хы, 2. №. (4) ПЕ К-ео 

Заметим, что x, Е [а,6], ибо при всех Ке № 2S хи, 36. Из пос- 

ледовательности (2) выделим подпоследовательность: 

140



хи, been: (5) 
Подпоследовательность (5) выделяем из последовательности (2) 

не по принципу выбора Больцано — Вейерштрасса, а так, чтобы 

индексы подпоследовательности 4 Xp, Ы ‚ соответствовали индексам 
Е 

подпоследовательности хи, } „. Ясно, что тогда 
е 

a” , 

(Xn, = Xn, ) 29 ° (6) 

Имеем x, =X), + (хи, — хи, )» откуда, принимая во внимание (4) 

и (6), находим 
e г e r ° td , рожи = аж ря, жи) = 0. 

По условию функция f(x) непрерывна в промежутке [a,b]. Было 
отмечено, что точка xX, Е [а,6]. Значит, f(x) непрерывна в точке х.. 
Следовательно, 

из того, что хи, 2 м, следует, что f (Xj, ) > Ло); 
—)со —)< 

из того, ЧТО Хи, 2 №, следует, что f(x), ) > Ло), 
—)со —oo 

азначит, f(x, )-f(x,,) > 0. 
t Ко Кю 

Последнее означает, что любому € > 0, в частности, €, > 0, отве- 

чает номер K такой, что [хи )- Ло | <€  mpu всех А > К. Hoy 

нас при всех не М: | (х,)-л (х„) > Eq , следовательно, в частности, 

при всех ke М: [жи )- Ложи ) 

воречие. 
К этому противоречию мы пришли, предположив, что функция 

S(x) не является равномерно непрерывной на промежутке [a,b]. 
Значит, /(х) — равномерно непрерывная на промежутке [a,b]. 4 

Пусть функция f(x) определена в промежутке [a,b] и является 
там ограниченной, т. е. ограниченным является множество {7 (х)}, 

> 50. Видим, что получили проти- 

ХЕ [a,b]. Но тогда существуют sup{f(x)}= М и inf {f(x)}=m. 
[a,5] , 

Разность & = M— т называется колебанием функции f(x) 
в промежутке [а,6]. 
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Отметим, что если функция f(x) непрерывна на промежутке 
[a,b], то колебание @ есть разность между наибольшим и наимень- 
шим значениями функции f(x) в промежутке [а,6]. 

Разобьем промежуток [a,b] точками а = Xp <х! <х) <... <X, =H 

на л частей. Получим частичные промежутки [X,,X%,4;], kK =0,п-1. 

Пусть А, — наибольшая из длин частичных промежутков, т.е. 

А, = max, (хи — X,)}. Аназывается рангом дробления промежутка [a,b]. 
=0,n- 

Следствие из теоремы Кантора. Если функция f(x) непрерыв- 
на в замкнутом промежутке [a,b], то любому = > 0 отвечает 6 > 0 
такое, что для любого способа разбиения промежутка [a,b] на ча- 

сти [х, |, К =0, п-1, у которого ранг дробления А, < 6, будет 

©, < = одновременно для всех А =0, п-1. (Здесь w, — колебание 

функции f(x) в промежутке [X,,Xz,4])- 

» По условию f(x) непрерывна на промежутке [a,b]. А тогда 

по теореме Кантора функция f(x) равномерно непрерывна на [а,6]. 
Следовательно, любому € > 0 отвечает число 6 > 0, зависящее толь- 

KO от &, такое, что для любых двух точек х’и Хх” из [a,b], для кото- 

рых |x” - x'| < 5, будет: | f(x") - f(x’) < . 

Пусть а=м <х <х› <...<х, =5 — разбиение промежутка 

[a,b] на части [xX;,,X,,,;] — любое, но такое, что А, < 6. Рассмотрим 

произвольный частичный промежуток [x,,xX;,,,]. Так как функ- 

ция f(x) непрерывна в замкнутом промежутке [xX;,X,4;], то она 

достигает в этом промежутке своих наибольшего М, и наимень- 

шего m, значений. Пусть М» = f(X,), ть = f(X,), где точки Хи 

X, принадлежат [х,,х.|. Имеем lz, - &| Зжы — < А <б. 

А потому 0 < f(%,)-/(%)<e, т.е. М, — т,<в, или в; <= для 

всех К =0,п-1. 4 

Примеры и задачи к § 13. 
Задача 1. Доказать, что если функция f(x) равномерно непре- 

рывна на каждом из промежутков [a,c] и [c,b] (@<c< 5), то она 
равномерно непрерывна на суммарном промежутке [a,b]. 
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» Возьмем = > 0 — любое, сколь угодно малое, число. По усло- 

вию, /(х) равномерно непрерывна на [а,с]. Это означает, что взято- 

Му > 0 отвечает число 9, > 0 , зависящее только OT €, такое, что для 

любых двух точек х’и x” из [a,c], для которых |x" —x|<5,, будет 

€ 
[F(x") - f(x’) < 5. 

По условию f(x) равномерно непрерывна Ha [c,b]. Это означа- 

ет, что взятому € > 0 отвечает 6> > 0 , зависящее только от &, такое, 

что для любых двух точек х’и x” из [c,b], для которых |x” -х] < 62, 

будет | f(x’) - /(х’)| < 5 

Положим б = шт {5,,5,}. Тогда для любых двух точек x’ Ux” 

из промежутка [а,с] и для любых двух точек х’и х” из промежут- 

ка [c,b], удовлетворяющих условию |x” - x’ < §, будут выполняться 

неравенства 

Мог) - FOI <5. 

Пусть х’е [a,c], x” € [c,b] — любые, но такие, что |x”-x]<5. 

Ясно, что тогда |х’- с| <би |х”- с] <8 (и подавно). Следовательно, 

f(x") - = (Го - FO) + (SO - Л(х)) < 

& 
< - + И - 1 <5+5 

Таким образом, получили: любому > 0 отвечает число §>0, 

=. 

зависящее только от &, такое, что для любых двух точек х’и x’ 

из промежутка [a,b], для которых |x” -х'| < 6, оказывается 

f(x") - f(x’) 

А это означает, что функция f(X) равномерно непрерывна 

на промежутке [a,b]. 4 
Задача 2. Для нижеследующих функций f(x), заданных на COOT- 

ветствующих промежутках X, по числу = > 0 — любому, найти число 

< &. 
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б> 0 (какое-нибудь, зависящее только от &), удовлетворяющее ус- 
ловиям равномерной непрерывности для функций f(x) на дан- 
ных промежутках. 

1. f(x) =5x-3, X = (00, +00). 

>» Возьмем = > 0 — любое, сколь угодно малое. Пусть х’и x” — 
любые две точки из промежутка (-о, + oe), удовлетворяющие ус- 

ловию: |x’ — x] < 5. Тогда 

F(x") — f(x’) = [(5x’ - 3) - 5x’ - 3)| = 5 |x” - x’. 

Если брать число 6 > 0, удовлетворяющим условию: 6 < < ‚ TO 

будет: | f(x’) - Л(х)| < = (отметим, что б = 5(2)). 4 

2. f(x) =x? -2x-1, X =[-2, $]. 

» Возьмем число = > 0 — любое, сколь угодно малое. Пусть x’ и 

x” — любые две точки из промежутка [-2, 5] такие, что |x” - x <5. 

Тогда 

F(x") - Г] = (x”? —2x” -1) —(x”? -2x’- 1 = 

= (Ca —(x’ ) — 2(x’ - x’ = |x" x] -|[x"+ x’- 2s 8]x"- x1. 

<8 

= 
Если брать число б> 0 удовлетворяющим условию: 6 < 5, то 

будем иметь: | f(x") - Л(х”] <= (5=5(®)). 4 

3. f(x)=—, Х =, И. 

}» Возьмем = > 0 — любое, сколь угодно малое. Пусть x’ и x” — 

любые две точки из промежутка [0.1, 1], такие, что |x” - х1 < 6. Тогда 

Т_Т 
x” x’ 

_ |x’-x'] | -х 

ох’. a 0.01 
[и(х”)- Ло] = =100.|х^-х1. 

Если брать число 5>0 удовлетворяющим условию: 6 < Tae 

то будем иметь | f(x") - f(x')| <= (6=5(®)). 4 
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4. f(x)=Vx, X =[0, +0). 
}> Возьмем = > 0 — любое, сколь угодно малое. Пусть х’и x” — 

любые две точки из промежутка [0, + ©) такие, что |x” - x] <6. 

Положим x’-x’=h (h>0; предполагаем, что x’ < х”) => 

=> x" =x'+h. Тогда 

”\ _ ‘| — [ ? _ 7 — h A 

оо Ла A" Ix the dx Vh 

<5 => и<б. Если брать 6>0 удов- 

Уи. 

У нас |x”- x] =h; |x’-x’ 

летворяющим условию: 6 < =?, то будем иметь | S(x")- f(x’) <в 

(5 = d(€)). q 

5. f(x) = 2sinx-—cosx, Х = (-°, + ©). 

» Возьмем = > 0 — любое, сколь угодно малое. Пусть х’и x” — 

любые две точки из промежутка (-со, + со) такие, что |x” - x <6. 

Torga 

| f(x") -— f(x’) = |(2sin x” - cos x’) - (2sin x’ - cos x’)| = 

=|2(sin x” — sin x’) - (cos x” — cos x’)| = 

=|4 sin со + + 2sinX их | = 
2 2 2 2 

=2 sin [2соз - + +x < 

3 

< 6 |sin2—* <6 x = 3|x’-x'| 

Если брать число б> 0 удовлетворяющим условию $< ; ‚ то 

будем иметь |/(х”) - f(x’) <= (5 = &(e)). 4 

] 
x-sin—, x #0; 

x 

0, x =0; 

6. f(x) =: Х = [0, д]. 
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}» Возьмем => 0 — любое, сколь угодно малое (будем считать 

¢<7). Разобьем промежуток [0х] на два промежутка Ё -| 

6 

1) Рассмотрим сначала промежуток | = Пусть хи x” — 

= € 
любые две точки из промежутка 0, : . Тогда | x’ - x < 6. Если ни 

одна из точек х’и х” не равна 0, то имеем 

f(x") - Ло] = < 
т e 1 # e 1 

x" sin—- x’ sin— 
x x 

& = 
<x". +х’. SX 55 <, 

| 
sin 

._] 
мп 

>
 

Если же одна из точек х’и х” равна 0 (пусть, для определен- 

ности, х’=0), то имеем 

f(x") ото = хп 
x x 

= 
Видим, что на промежутке В = в качестве 6, > 0 можно взять 

= 5 < 

2) Рассмотрим теперь промежуток ВЫ Пусть хи x” — 

€ 
любые две точки из промежутка Fal такие, что |x”- x] <8). 

Имеем 

a” ® ] 72 ° | 

x 5т—-х -sin—]= 
xX x 

| f(x") - f(x’) = 

< 
. I I I I 

=|x"-sin—-x"-sin—+ x’-sin—-— x’-sin— 
x x x x 
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<x". sin—L sin L +|х”-х]. sin L < 
x x x 

, ealt..1 fll т 1 <|x’- , —{—-_— ].cos—| —+— | < S|x"’-x]+x 25 (3 | сев 

, Их“ ри cy cw [XR - | 
— < — .—_= < |x’ - x]+2x"|sin ax" S$ |x’ -x']+2x рт 

вре x] [14-5 5-х [1+8 |<, 
x’ =) 2 

= 2 
если брать 5, < —2- = — 

mopar 6 142 2(€+6) 
€ 

Положим б = min {8,,5,}. Тогда для любых двух точек х’и х” из 

промежутка В 4 и для любых двух точек х’и х” из промежутка 

Fa ‚ удовлетворяющих условию |x” - x] <5, будут выполняться 

” , & , = „_|& 
неравенства | f(x") — f(x <>: Пусть x’e 0, =. х Е |] — лю- 

= € 
бые, нотакие, что |х” — x] < 6. Ясно, что тогда |x’ — =] < 5 un |x” --1< 8. 

6 6 

Следовательно, 

Ye) лог = [ло {$ [2 ree) < 

и < и <=. 

Таким образом, получили: любому : > 0 отвечает число 6>0, 

зависящее только от $, такое, что для любых двух точек х’и х” 

из промежутка [0,л], для которых |х”-х]<6, оказывается 
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| f(x") - Ло < в. А это означает, что функция f(x) равномерно 

непрерывна на промежутке [0,7]. 4 
Задача 3. Показать, что нижеследующие функции, определен- 

ные и непрерывные на заданных промежутках X, не являются рав- 
номерно непрерывными на этих промежутках. 

| Ид = Х= (0,1. 

}» Установить, что f(x) не является равномерно непрерывной 
на промежутке X, означает: показать, что не всякому : > 0 отвечает 
5 > 0 всмысле определения равномерной непрерывности, т. е. что 
существует €) > 0 такое, что для любого числа 6 > 0 обязательно 

найдется пара точек х’и х” из Х такая, что, хотя |x” - х1 < 5, одна- 

ко | f(x") - f(x’) > 5. 

Возьмем &5 = 5 (> 0). Нужно показать, что взятому 5 => не 

отвечает никакое 6 > 0 всмысле определения равномерной непре- 

рывности. 
11 Рассуждаем от противного. Допустим, 

; 2n nm | x чтотакое 6>0 есть. Каким бы малым HH 

огл 5 — было это 6 > 0, всегда можно найти NE М 

] 
Рис. 3.12 такое, что будет: — <д. Но тогда и подавно 

n 

] , | ., | , | | | 
— < 5. Положим x’ = —, x” =-.Ясно, что |x’ - x] =—-— =— <5. 
2n 2n n п 2n  2n 

Имеем | f(x") -— f(x’)| =|n-2n| =n >e& (пе м, ®=5). 4 

2. f(x) = шх, Х = (0,1). 

| 
№ Возьмем = = 5 (> 0) и покажем, что ему не отвечает ника- 

кое 5>0 в смысле определения равномерной непрерывности. 

Рассуждаем от противного. Допустим, что такое 6 > 0 есть. Но 
каким бы малым ни было это 6б>0, всегда можно найти ПЕ М 

| ] 
такое, что будет: — < 6. Но тогда и подавно =< 6. Положим 

е е 

| ] е" —] ] 
x= 5 ‚ x” =—. Ясно, что |x” - x] = <—<§&.Mmeem 

n n n e e ev" oe 
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Ио) - F(x’) = 

3. f(x) =e cos, Х = (0,1. 
» Возьмем = =1(> 0) и покажем, что ему не отвечает никакое 

б>0 всмысле определения равномерной непрерывности. 
Рассуждаем от противного. Допустим, 

| l ] 
ит = 2n-n= n> eq (HEN, = =5): <q 

x 
что такое б > 0 есть. Ho каким бы малым | А 

4 4} 

ни было это 6>0, всегда можно найти O хх’ 8 

1 Puc. 3.13 
ПЕМ такое, что будет —<б6 

2пп 

| , | „‚_ | 
Но тогда и подавно <б. Положим x’ = ‚ x" =—. 

(2n +1) (2n +1)x 2пп 

Ясно, что |x’ — x] <5. Имеем 

f(x") — Год = |e?" cos 2nn — e2"*)* cos (20 +1) 0] = 

1 1 

=fe2m +е°"+0*| > 2 > & (пе М, 50 =1). 4 

4. f(x) =sinx?, Х = (-co, +0). 

| 
> Возьмем & = 5 (>0) и покажем, что ему не отвечает ника- 

кое 6>0 в смысле определения равномерной непрерывности. 

Рассуждаем от противного. Допустим, что такое 6 > 0 есть. По- 

п 
ложим xX) = Vann; x" = m+, Ne М. Имеем 

[xn — Xn] = nn+ > — ил = 
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Следовательно, по числу 6 > 0 (каким бы малым оно ни было) 

можно указать номер WV такой, что при п>/ будет 

у" 

2 <б, т.е. |x; —х,| < 6, если n> М. Имеем, далее, 
| у" 
NT + 5 + VT 

Мои) — Ло) = =1> = . T . 
sin G + 3} SIN 7270 

(леЕМил>М; ь=5). 4 

5. f(x) =xsinx, х= [0, +0). 

> Возьмем #0 = 5 (>0) и покажем, что ему не отвечает ника- 

кое 6>0 в смысле определения равномерной непрерывности. 

Рассуждаем от противного. Допустим, что такое 6 > 0 есть. Ho 
каким бы малым ни было это 6 >0, всегда можно найти М Е М 

| | 
такое, что будет — < 6, если п > М,. Положим x, =n, x, =an+—. 

n n 

G + „|- ПП 
n 

] e ] e 

nt+— |sin | nt +— |-amsin nn 
n n 

1). | 
nm +— |sin— 

n n 

| 
= Л. Пп-—-+-— ЯП -— > ДЗ. 

И Ni п 

Имеем 

] 
[хи —х,| = =—-<6, если п> М. 

Н 

Имеем, далее, 

[би ) = Локи) = 

] ‚| 
nt +— |cosan-sin— 

n n 

Следовательно, обязательно найдется номер NV, такой, что при 

n> М, будет | (хи) - Л(х,] > 1. 

Возьмем М = max {N,,N,}. Тогда при n> М будем иметь: 

Ix? x4] < ба [/(х")- f(x) > 1> e9 (eo =>). р 
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Задача 4. Показать, что нижеследующие функции, определен- 
ные и непрерывные на заданных промежутках Х, являются равно- 
мерно непрерывными на этих промежутках. 

1. f(x) =x+sinx, X = (-°, + 0), 
» Возьмем = > 0 — любое, сколь угодно малое. Пусть х’и x” — 

любые две точки из промежутка (-с<°, + сэ) такие, что |x” - x| <6. 

Тогда 

[S(x") - f(x’) = 

= |(x" - x’) + (sin x” -sin x’)| = 

—xX x" +x’ 
Cos 5 < 

<x’ - +221 "1. 2 |x" — х1. 

= |(x" — x’) + 2sin х 

Если брать число 6>0 удовлетворяющим условию 555, 

то будем иметь для любых х’и xX” из промежутка (—co, + ©), 

для которых |х”-х]<б, |f(x")-f(x)|<e. A это означает, что 
f(x) = х+ эт xX равномерно непрерывна на промежутке (-°о, + °э) . 4 

2. f(x) = Ух, Х=[Ь +). 
>» Возьмем = > 0 — любое, сколь угодно малое. Пусть x’ и x” — 

любые две точки из промежутка [|, +o) такие, что |x” — x’ <6. 

Имеем 

= |Мх” — Ух'| = x < |x" -x’ 
= “=| Reg We | < : 

Положим 5=e. Тогда, если |x’-x]1<68, то |f(x’)- f(x)| <=. 

А это означает, что Х(х) = ix равномерно непрерывна Ha проме- 

жутке [1, +). 4 

и 

§ 14. Точки разрыва функций и их классификация 

Мы знаем, что функция f(x), определенная в точке х, и некото- 
рой окрестности и(х,) этой точки, называется непрерывной в точ- 
ке X,, если 

lim 7(%) =, Пт, 79 = Ло). (1) 
х>ху-0 
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Если же в точке х, это двойное равенство не выполняется, 
то точку х, называют точкой разрыва функции f(x). Точками раз- 
рыва будем называть также точки, в которых f(x) не определена, HO 

в любой 6 -окрестности которых имеются точки области опреде- 
ления функции f(x). 

Могут реализоваться следующие случаи. 
1°. Существуют конечные 

lim f(x) = (м -0) и Шт f(x) = ЛС +0), 
х>хь-0 XxX +0 

но /(х —0) = f(X% +0). В этом случае точку x, называют /710чкой 

разрыва первого рода. Разность /(ху + 0) - f(x% —0) называют скач- 

ком функции f(x) в точке х.. 

Рассмотрим, например, функцию f(x) = arctg — . Эта функция 
х 

определена всюду, за исключением точки x, =0. Отметим, что 

в любой 5 -окрестности точки x, = 0 имеются точки области су- 

ществования функции f(x). Значит, точка х, есть точка разрыва 

функции f(x) = arctg-. Имеем 
х 

_*. 
2’ 

Видим, что lim f(x) и lim f(x) существуют, конечные и что 
х—>-0 х—+0 

] . 1 х 
lim f(x) = limarctg — = tim, S(x)= jimarcte — =. 
х>-0 

ит f(x) # lim f(x) . Значит, точка x, = 0 есть точка разрыва пер- 
х—>-0 х—>+0 

1 
х 

величина скачка функции f(x) в точке x, = 0. 
2°. В точке x, не существует хотя бы один из односторонних 

пределов функции f(x) или в точке xX, хотя бы один из односто- 

ронних пределов функции f(x) бесконечен. В этом случае точку x, 
называют /почкой разрыва второго рода. 

1) Рассмотрим функцию f(x) = = Эта функция определе- 
_х 

$040)- f-0)=5-[-F == - вого рода функции f(x) = arctg 5 

на всюду, за исключением точки x, = 2. Отметим, что в любой 

5 -окрестности точки X, = 2 имеются точки области существова- 
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ния функции f(x). Значит, точка X, = 2 есть точка разрыва функ- 

ции f(x). Имеем 

| tim yf OX) = № м7 = +00! 

| 

Л = lim = = -=. 
Вывод: точка X, = 2 есть точка разрыва второго рода функции 

| 

2) Рассмотрим функцию f(x) = 2*-! . Эта функция определена 

всюду, за исключением точки X, = 1. Отметим, что влюбой б -окрест- 
ности точки x, = | имеются точки области существования функ- 
ции f(x). Значит, точка X,= 1 есть точка разрыва функции 

| 
f(x) = 2х1. Имеем 

I 1 
_ x1 = | _ i x-l — 400. 

in, L(x) dim? 0; Jim, f(x) dim 2 * 

Вывод: точка х, = | есть точка разрыва второго рода функции 

f(x) = 2-1. 

3) Рассмотрим функцию f(x) = sin . Эта функция определе- 
х 

на всюду, за исключением точки x, = 0. В любой 6 -окрестности 
точки X, = 0 имеются точки области существования функции f(x). 

Значит, точка х, = 0 есть точка разрыва функции f(x) = sin 1 . Име- 
х 

e e e 1 e e e 1 

ем: lim f(x) = lim sin— не существует, lim f(x) = lim sin— He 
x—-0 х>-0 x x—+0 x—+0 x 

существует. 
Вывод: точка x, = 0 есть точка разрыва второго рода функции 

f(x) =sin 1 
х 

3°. Существуют конечные lim /(х)= Л(х -0) и lim Л(х)= 
х>х-0 х—>хо +0 

= f(X) +0), причем Л(х —0) = Л(х +0), но вточке xX, функция f(x) 
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или не определена, или ее частное значение f (x,) не равно общему 
значению односторонних пределов. В этом случае точку х, называют 
точкой устранимого разрыва. 

Рассмотрим функцию f(x) = ПХ. Эта функция определена 
х 

всюду, за исключением точки х, = 0. В любой § -окрестности точки 

X, = 0 имеются точки области существования функции f(x). Зна- 

sin x 
чит, точка X, = 0 есть точка разрыва функции f(x) = . Имеем 

lim, f(x) = lim sin |. tim, f(x) = tim ПХ = 1. 
х->-0 —>-0 X x 

Видим, что /(-0) = £(4+0) =1 ( (0) He существует). 

Вывод: точка X, = 0 есть точка устранимого разрыва функции 

f(x) = —— 

Замечание. Если функция f(x) имеет в точке х, разрыв указан- 
ного типа, то этот разрыв можно устранить. Для этого нужно дооп- 
ределить функцию f(x) в точке х,, приняв за значение функции 
в точке x, ее предельное значение в этой точке. Так, если в рассмот- 

ренном примере положить /(0) =1, то lim f(x) = lim f(x) = f(0), 
х>-0 х—>+0 

sin x 

и функция f(x) будет непрерывной в точке x, = 0.



Глава 4 

ПРОИЗВОДНАЯ И ДИФФЕРЕНЦИАЛ 

$ 1. Производная. Механический и геометрический смысл 
производной 

1. Определение производной. Пусть функция y=f(x) опреде- 
лена в некоторой окрестности и(х,) точки х,. Дадим значению ар- 
гумента x, приращение Ax любое, но такое, что Ax #0 и точка 
ху + АхЕ u(x). Тогда функция получит приращение 

Ay = Л(ж +Ах) - Л(ж). 

Ay _ f(% +Ах)- f(%) 
x Ax 

предел этого отношения при Ах > 0. Если существует конечный 

.. . A 
или бесконечный, но определенного знака, предел lim = или, 

Ах —0 Ах 

что то же самое, lim (Xo + Ах) f(%) 
Ax—0 Ax 

Составим отношение — и станем искать 

‚ TO этот предел называется 

производной от функции y= f(x) по переменной x в точке х,. 
Для обозначения производной употребляются символы 

Г (Xp ), oe, 2 Х=№ У 1-х, . 

. А 
Если предел lim конечен, то производная называется KO- 

Ax xX 

нечной, если он бесконечен, то производная называется бесконеч- 

ной. Процесс нахождения производной от функции y =f (xX) назы- 
вают дифференцированием этой функции; точку х,, в которой 
вычисляется производная, называют точкой дифференцирования. 
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2°. Механическое истолкование производной (задача о скоро- 
сти движущейся точки). Пусть материальная точка М движется 
по прямой. Пусть за время ¢ OT начала движения точка М прошла 
путь, величина которого равна 5. Ясно, что 5 является функцией 

0 М s+As времени 1; $5= Др. р 
“Tx —> Поставим себе задачу: найти 
>< скорость точки М в данный мо- 

Puc. 4.1 мент времени /. р 
Для этого перейдем от момен- 

та {к моменту f+ Af. За промежуток времени от {до # + Af точка М 
пройдет путь As = f(t + Af) — f(t). Средняя скорость v,, 34 промежу- 

_ AS 

РР. 

Если рассматриваемое движение точки М не является равно- 
мерным, то у, будет изменяться при изменении величины ДГ. При 
этом чем меньше будет промежуток времени ДЕ, тем лучше у 
будет характеризовать движение точки М в момент 1. Исходя из 
этого, скоростью у точки М в момент ¢ будем называть предел, 
к которому стремится средняя скорость у., когда Af > 0. Таким 
образом, скорость точки М в момент f¢ определяется равенством 

ток времени от / до {+ Аг будет равна: у. 

у = Ит и ср ИЛИ 
At-0 

v(t) = lim — AS _ jim LEP4D-SO =. 
410 At = kim At 

Итак, производная OT функции, описывающей закон движения 
точки М, определяет мгновенную скорость этой точки. 

3. Геометрическое истолкование производной (задача о прове- 
дении касательной к кривой). Пусть имеется кривая (L), и пусть 
точка МЕ (р). 

Определение. Касательной к кривой (L) в точке М, называется 
предельное положение секушей М.М, проходящей через точку М, 
и некоторую другую точку М, лежащую на кривой (L), когда точка 

М вдоль кривой произвольным образом стре- 
M мится к совпадению с точкой M,. 

Пусть кривая (L) является графиком функции 
Mp y=f (x), xe (a, 6). Пусть функция f(x) непрерывна 

в точке Xp Е (a,b). Пусть yo = f(X%), Му = (X.Y). 
Дадим x, приращение Ax — любое, но такое, что 
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Ax #0 и точка (xX +Ах)е (a,b), и отметим на кривой (Ё) точку 

М = (% + Ах, у + Ay) (Ay = Лу + Ax) - f(%)). 
Проведем секущую М,М (рис. 4.3). Она имеет уравнение 

у- У =K(Ax)-(x—-Xp), (1) 
где 

k(Ax) = = (= tgp). (2) 

Заметим, что равенство (2) справедливо при любом расположе- 
нии кривой (L) и при любом положении точки М относительно 
точки М, (справа или слева от точки М). Отметим, что при Ах > 0 

расстояние |М,М| от точки М, до точки М стремится к нулю. 
В самом деле, в силу непрерывности функции f(x) в точке x, 

будет: iim, Ay =0. А тогда | Му М] = (Ax)? +(Ay)? +0 при Ax > 0 

и, следовательно, точка М по кривой будет стремиться к совпадению 

с точкой М; секущая М, М будет стремиться принять свое предель- 

ное положение M,7; 12} —> , teat . У нас, по определению, предельное 
Ах> 

положение секушей при М > Му называется касательной к графи- 
ку функции у=Дх) в точке М,. Заметим, что в силу равенства (2) 

. . А 
существование конечного предела Ши К(Ах) = lim bY означает 

Ах.->0 AX Ах->›0 

существование конечной производной }’(ху). Следовательно, если у 
функции /(х)в точке х, существует конечная производная, то уравне- 
ние касательной к графику функции y=f(x) в точке Mo(Xp, У) 
будет иметь вид 

У- Yo =F) - Ao) (3) 
((3) получаем из (1), переходя в (1) к пределу при Ах > 0). 

Рис. 4.4 
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Из аналитической геометрии известно, что коэффициент /’(ж) 
в уравнении (3) равен тангенсу угла, который прямая, определяемая 
уравнением (3), образует с положительным направлением оси Ох: 

f'(X%) = tga. 

Значит, производная функции f(x) в некоторой точке равна 
тангенсу угла между касательной в соответствующей точке гра- 
фика функции y= f(x) и осью абсцисс. 

Если у функции f(x) в точке x, существует бесконечная про- 

изводная, т.е. lim AY _ со ‚ ТО В СИЛу равенства (2) lim А(Ах) = ®. 
Ах>0 AX Ax—0 

A тогда, записав уравнение (1) секущей M,M в виде 

7-Й, _ 
ах ^^ 

и перейдя в этом соотношении к пределу при Ax > 0, получим 

X-X% =0 > X=%X%. (4) 

(4) — уравнение касательной к графику функции y= f(x) 
в точке М, в случае, когда Л’(ху) =o. (Прямая x = x, носит название 
вертикальной касательной к графику функции у=Х(х) в точке М,.) 

Замечание. Подчеркнем еще раз, что когда мы говорим, что 
функция /(химеет в точке х, бесконечную производную, то мы 
имеем в виду бесконечность определенного знака. График функ- 
ции у= /(х) в окрестности точки X, в этом случае имеет вид, схе- 
матически изображенный на рис. 4.5 и 4.6. 

Ау Ay 

х 

Vx
 

Хо Xo 
ГО) = + I'(%)=-2 

Puc. 4.5 Puc. 4.6 
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4. Односторонние производные. 
I. Пусть функция у = f(x) определена в точке x, и в некоторой 

правосторонней окрестности и*(ху) этой точки. В этом случае для 

Ay _ Л (хо + Ах) - f(x) 
Ах Ах 

дится ограничиться приближением Ах к нулю лишь справа 
(Ах >> +0; Ах стремится к нулю, оставаясь больше нуля). 

Если существует конечный или бесконечный (определенного 

f (Xo + АХ) — Л(ж) знака) предел lim ‚ то этот предел называется 
Ax—)+0 Ax 

соответственно конечной или бесконечной правосторонней произ- 

водной функции f(x) в точке х и обозначается //(ж). 
II. Пусть функция y=/(x) определена в точке х, и в некото- 

рой левосторонней окрестности W(X) этой точки. В этом случае 

Ay _ £(% +Ах)- f(%) 
Ax Ax 

приходится ограничиться приближением Ах к нулю лишь слева 

(Ах > -0; Ах стремится к нулю, оставаясь меньше нуля). 

Если существует конечный или бесконечный (определенного 

вп 6% +4) - Л) 
&х—>-0 Ах 

соответственно конечной или бесконечной левосторонней произ- 
водной функции /(хв точке x, и обозначается /(ж). 

Замечание. Об односторонних производных функции y = f(x) 
в точке х, можно говорить и в случае, когда эта функция определе- 
на в точке х, и в некоторой окрестности и(ху) точки Xx, (т.е. f(x) 

определена одновременно и в и, (х,) иви_(ж%)). 
Для функции у = /(х), определенной в и(ху) , справедливы ут- 

верждения: 
1) Если у функции f(x) в точке x, существует конечная или 

бесконечная (определенного знака) обычная (т.е. двусторонняя) 
производная /”(х), то у этой функции в точке х, существуют од- 

новременно /,/(ж%) и Л (х), причем FL (xX) = Л (ж) (= Л(ж)). 
2) Если у функции /(х)в точке x, существуют одновременно 

конечные или бесконечные (определенного знака) //(х) и (жж) 
и если //(х) = (хо), то у этой функции в точке xX, существует 
соответственно конечная или бесконечная (определенного зна- 
ка) обычная (т.е. двусторонняя) производная /”’(ху), равная об- 
щему значению односторонних производных. 

вычисления предела отношения прихо- 

при вычислении предела отношения 

знака) предел » ТО этот предел называется 
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Отметим, что бывают случаи, когда у функции у = f(x) в точке 
х существуют одновременно Г.) и Л.) ‚ но ff, (Xo ) = Г). 
В этих случаях обычной (т. е. двусторонней) производной у функ- 
ции y= f(x) в точке x, нет. 

В качестве примера рассмотрим функцию у = f(x) =|x|. Най- 

дем правостороннюю и левостороннюю производные этой функ- 

ции в точке X, = 0. Имеем 

Ду = Л(х + Ах) — (хо) = /(0+ Ax) - f(0) =|0+4х|- [0] =|Ах|. 

Если Ах > 0 ‚то Ду=Ах и, следовательно, 

. Ау . Ах 
’00)= lim —= lim —e=l. 

f-0) Ах—>+0 Ax Ах->+0 Ах 

Если Ах <0,то Ду=|Ах| =-Ах и, следовательно, 

= lim АЯ = lim |-АХ ]-_ 
f-(0) = lim, Ax = Jim =| |. 

Видим, что /,(0)= f2(0). Значит, производная функции 

у = f(x) =|х| в точке x,=0 в обычном смысле (т.е. двусторон- 

няя) не существует. 
В качестве еще одного примера рассмотрим функцию 

у = Л (х) = х23. Найдем правостороннюю и левостороннюю про- 

изводные этой функции в точке x, = 0. Имеем 

Ay = Л(ж + Ax) - Л(ж) = 
= f(0+ Ax) — f(0) = (0+4х)23 -0 =(Ах)28. 

hy AY 2h 

=|] 

—х x 

y(0)=—1 | у+(0)=1 у’ (0)=-°э| 7% (0) = +5 
y’(0) не существует у’(0) не существует 

Рис. 4.7 Рис. 4.8 

160



Следовательно, 

e 

со, 

2/3 
ЛО) = tim = tim SX = tim ——e = 

+0 AX о AX Ах40 (Ах)! 

2/3 
Го = пт 42 = tim LOO = 

4х>-0 Ах 4х->-0 Ах ~ хо (Ах) 

Видим, что и в этом примере //(0) = Л(0). Значит, у функции 

y= x? вточке x, = 0 не существует обычной (т. е. двусторонней) 

производной. 

Графики функций у=|Х] и у=х?? имеют вид, схематически 

изображенный на рис. 4.7 и 4.8 соответственно. 

$ 2. Понятие дифференцируемости функции 

1. Понятие дифференцируемости функции в данной точке. 

Пусть функция у = f(x) определена в некотором промежутке Х, 
и пусть точка же X . Дадим значению x, аргумента прираще- 
ние Ax — любое, но такое, что Ax #0 иточка х + Axe Х . Пусть 
Ay = /(х% + Ах) - f(x), т.е. Ау есть приращение функции 
у = f(x) в точке x,, соответствующее приращению Ах аргумента. 

Определение. Функция у = f(x) называется дифференцируемой 
в точке X,, если приращение Ду этой функции в точке х, может 
быть представлено в виде 

Ay=A-Ax+a-Ax, (1) 

где A— некоторое число, не зависящее от Ах, а о — функция 
аргумента Ax такая, что a(Ax) > 0 при Ах > 0. Заметим, что функ- 

ция (Ах) вточке Ах = 0 может принимать любое значение (при 
этом в точке х, представление (1) остается справедливым). Ради 
определенности можно положить, например, ©(0) = 0. (Тогда част- 
ное значение функции о(Ах) в точке Ах =0 будет совпадать с ее 
предельным значением в этой точке.) 

Теорема. Для того, чтобы функция у= f(x) была дифференци- 
руемой в точке x,, необходимо и достаточно, чтобы она имела 
в этой точке конечную производную. 

Необходимость. Дано: функция y=f(x) дифференцируема 
в точке х,. Требуется доказать, что существует конечная произ- 
водная f(x). 
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> По условию функция у= Хх) дифференцируема в точке х.. 
Но тогда приращение Ду этой функции в точке X,, соответствую- 
щее приращению аргумента Ах, представимо в виде 

Ay=A-Ax+a-Ax, 

где a(Ax) > 0 при Ах >0. Предположив, что Ax #0 и поделив 

обе части последнего равенства на Ах, получим 

A 
АУ = А + (Ах). 
Ах 

Переходя здесь к пределу при Ах +0, находим lim АУ _ А. 
Ах>0 АХ 

А это означает, что (ху) существует конечная, причем /”(х)=А. | 
Достаточность. Дано: функция y= f(x) имеет в точке X, ко- 

нечную производную /”ху). Требуется доказать, что функция 
y=f (x) дифференцируема в точке X,. 

. Ау 
По условию f(x,) = lim — существует конечная. Но тогда, > y f'(%) Aim a y y 

Ay , 
как мы знаем, разность Ax Г’(ху) есть бесконечно малая функция 

х 

при Ах 0. Значит, если положить 2 - Ло) = (Ax) то 
х 

ду 
lim a(Ax) =0. Имеем, следовательно, — = f’ + (Ах), откуда т (Ах) Te = 0%) + (Ax), OTKY 

Ay = Г’(х)- Ax + a(Ax)- Ax, причем a(Ax) > 0 при Ах > 0. Видим, 

что полученное представление Ду совпадает с представлением (1), 

если обозначить через A не зависящее от Ах число /”’(ж). Тем са- 

мым доказано, что функция y = f(x) дифференцируема в точке х,. 4 

Замечание. Из доказанной теоремы следует, что дифференци- 
руемость функции у=Л(х) в точке X, равносильна существова- 

нию в этой точке конечной производной f(x). 

2. Связь между понятиями дифференцируемости и непрерывно- 
сти функции. Имеет место следующее утверждение. 

Теорема. Если функция у=/(х) дифференцируема в точке х,, 
TO она непрерывна в точке х.. 

>» Так как функция у= Дх) дифференцируема в точке X,, то ее 
приращение Ay в этой точке представимо в виде 
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Ay=A-Ax+a(Ax)-Ax, 

где A — постоянное число, не зависящее OT Ax, a a(Ax) > 0 при 

Ах > 0. Из последнего равенства следует, что lim, Ay =0,T.e. что 
Ax— 

бесконечно малому приращению аргумента отвечает бесконечно 
малое приращение функции. А это означает, что функция y =f (x) 
непрерывна в точке х.. 4 

Замечание. Доказанная теорема необратима: из непрерывнос- 
ти функции y= f(x) в точке x, не вытекает дифференцируемость 
этой функции в точке х. Существуют функции, непрерывные 
в некоторой точке, но не являющиеся в этой точке дифференци- 

руемыми. Примером такой функции может служить функция у = |x]. 

Эта функция непрерывна в точке xX, = 0, HO она не является диф- 
ференцируемой в этой точке, ибо у нее в точке x, = 0 не существу- 
ет производная (это показано в предыдущем § 1). 

$ 3. Формулы и правила вычисления производных 

1. Пусть у = f(x) = C(const) , хЕ (-о°, + о). 
}»> Выберем и закрепим любое х из промежутка (-<о, + co). Да- 

дим этому фиксированному х приращение Ах — любое, но такое, 

что Ax#0. Тогда Ay=/f(x+Ax)- f(x) =C-C=0: ~ =0 
XxX 

. A , 
и, следовательно, lim АУ = 0, т.е. у =0 для любого хиз (-е°, + 0), 

Ax-0 AX 

Таким образом, (С)’ =0, T. e. производная постоянной величи- 

ны равна нулю (точка дифференцирования — любая). 4 

2. y=f(x) =x, ХЕ (-°, +00), 

» Выберем и закрепим любое x из промежутка (—c, + сэ). Да- 

дим этому фиксированному х приращение Ах — любое, но такое, 

что Ax #0. Тогда Ay = f(x + Ах) - f(x) = (х+Ах)-х=Ах; rial 

. А 
и, следовательно, lim АУ = |, т.е. у’ =1 для любого x из проме- 

Ax-0 AX 

жутка (-оо, + 00), 
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Таким образом, (х)’=1, т.е. производная независимой пере- 

менной равна единице (точка дифференцирования — любая). 4 

3. y= f(x) =x’ , где r— любое вещественное число. 

Область определения D, степенной функции зависит от г. При 

целом г получается рациональная функция. При г дробном мы 
имеем здесь радикал. Например, пусть 71 — натуральное число и 

I 
у=х” = x: эта функция определена для всех значений х, если 

т — нечетное и лишь для неотрицательных значений х — при т 
четном (в этом случае мы имеем ввиду арифметическое значение 
радикала). Наконец, если г — иррациональное число, мы будем пред- 
полагать x > 0 (х= 0 допускается лишь при r> 0). 

» В области определения функции D, берем любое значение 

x = 0 и закрепляем. Дадим этому фиксированному х приращение 

Ax — любое, но такое, что Ах #0 иточка (х + Ах) е Б;. Тогда 

Ay =(x + Ах)’ -х’ =x’ (+5) -11; 

И (1+ =] 1 
АУ _ yr. x 
Ax Ax 

Ах 
Так как > — бесконечно малая величина при Ax >0, то 

[1+] —| ae при Ах > 0. Поэтому 

Ax 
| — 

. A . _ 
lim = lim Х.Г". 

Ах Ах>0 Ах = Ax00 

Таким образом, (х”)' = их", xe Dp u x40. 4 

Замечание. Если точка x = 0 принадлежит D,, то значение у’(0) 

легко получить непосредственно. 
Частные случаи. 

1) yecext, хе (==, 0) (0, +): 

164



у-[х] =, x6 (=, 0) U (0, +=). 
x 

2) y=Vx =x'?, xe [0, + ~); 

у-(5 - os 0, + ): (0) = = lim (Ax) = Им = 
Wx? хе ( > + dx +0 Ах am, Tet 

4. y= f(x) =sinx, хеЕ (-°, +00). 

» Возьмем любое x из промежутка (-<о, + oo) и закрепим. Да- 

дим этому фиксированному х приращение Ах — любое, но такое, 

что Ах #0. Тогда 

Ay = sin (x + Ax) -зтх = 2sin cos [x +5) 

sin — 
aye eos (x48) = lim AY _ сосх. 

x 2 Ах>0 Ax 

Итак, (sin x)’ = cosx, ХЕ (—~, +o). 4 

5. у = f(x) =cosx , ХЕ (-°°, +00), 

Совершенно аналогично предыдущему устанавливается, что 

(cos x)’ =-sin x, x € (—o0, + ©). 

6. y= f(x) =a", хЕ (-, +0) (a>0, a1). 

}»> Возьмем любое x из промежутка (—99, + co) и закрепим. Дадим 

этому фиксированному х приращение Ах — любое, но такое, что 

Ах +0. Тогда Ду = а**4* -а* = а* (а -1).Так kak а^Х -1- Ах. ша 

А . 

при Ах > 0 ‚то jim АУ = lim at aX Ina 
30 Ах 42х50 Ax 

= a” Ina. Takum образом, 

(a*)’=a" Ina, хЕ (-~, +0). 4 

Частный случай. (e* )’ = e* , хЕ (-°, +0). 

7. Простейшие правила вычисления производных. 
|. Пусть функции и=и(х), v=v(x) определены в некотором 

промежутке Хи вточке хе Химеют конечные производные их), 
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v(x). Тогда функция у(х) = и(х) + V(X) в указанной точке хтакже 
имеет конечную производную, причем 

y'(x) = [и + v(x) = и) + УХ). 
>» Дадим x, отмеченному в условиях утверждения I, прираще- 

ние Ах — любое, но такое, что Ax #0 иточка (х+Ах)Е X . Тогда 
функции и(х) и у(х) получат соответственно приращения Аи 
и AV, и их новыми значениями будут: и(х)+Аи и у(х)+Ау 
(Аи=и(х + Ах) - и(х) ; Av = v(x + Ax) -у(х)). Следовательно, 

Ay =[(u(x) + Au) (у(х) + Ду) | - [и(х) + у(х)] = Aut Av => 

Ay _ Au, Av 

Ax _ Ax eax’ 

. Au . АУ 
По условию, существуют конечные lim —, lim —, равные 

Ах>0 Ах 4x70 Ах 

А Au Av 
соответственно U(x), v(x). A тогда jim АУ = li im —+ lim — 

>0Ах Ах>0Ах 4х0 AX 

существует конечный, причем 

y(x) = и(х) +у(х). | 

Замечание. Полученный результат может быть легко распрост- 
ранен на любое конечное число слагаемых. 

|. Пусть функции и = u(x), у = у(х) определены в некотором 
промежутке Хи вточке хе Х имеют конечные производные и’(х), 
v(x). Тогда функция у(х) = и(х) -у(х) в указанной точке х также 
имеет конечную производную, причем 

Ух) = [и(х) -у(х)] = u'(x)v(x) + и(х)у (Хх. 
> Дадим x, отмеченному в условиях утверждения IT, приращение 

Ах — любое, но такое, что Ах #0 иточка (x + Ах) Е Х . Тогда функ- 
ции u(x) и v(x) получат соответственно приращения Au и Ду, 
и их новыми значениями будут и(х) + Ди и у(х) + Ау. А значит, 

Ay = [и(х) + Аи]. [у(х) + Av] - и(х)-у(х) = 

= v(x)-Autu(x)-Av+Au-Av=> 
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Au АУ 
По условию существуют конечные jim, —, lim —, равные 

—0 Ах Ax-0AX 

соответственно и’(х), v(x). Кроме того, т = 0, ибо функция 
— 

v(x) дифференцируема в точке х, а, следовательно, непрерывна 

в этой точке (значит, бесконечно малому приращению аргумента 
соответствует бесконечно малое приращение функции). А тогда 

lim АУ v(x): jim AU их). Aim AV + lim Аи. lim Av => 
Ax—0 Ах >0 Ах —>0Ах Ах>0Ах Ах->0 

=> y(x) = u'(x)- v(x) + и(х) -у(х). | 

Замечание. Если у(х) = u(x)-v(x)- w(x), причем и’(х), v(x), w(x) 

существуют конечные, то 

y (x) = u'(x)- v(x) - w(x) + u(x) Ух): W(x) + U(X) - V(X) - W(x). 

И вообще, если у(х) =u(x)- v(x): w(x)-...-5(x), причем u(x), 

v(x), w(x),..., 5$ (х) существуют конечные (и число сомножите- 

лей — конечное число), то 

у’(х) = u(x) - у(х) : w(x) ... : $(х) + и(х) - ух): W(X)... : 5) + 

+и(х) : у(х) - ”(х)- ... : $(х)+ ... + U(X) : W(X) : W(X)-... S'(X). 

(Это соотношение устанавливается методом математической 
индукции). 

Ш. Пусть функции и=и(х) и у=у(х) определены в некото- 

ром промежутке Хи в точке хеЕ Х имеют конечные производ- 
ные и’(х) и V(x). Пусть v(x) #0 в этой точке х,. Тогда функция 

и(х) 
W(x) = 

водную, причем 

В указанной точке X, также имеет конечную произ- 

и (ходи) - u(Xp)Vv" 0%). 

у? (хо) 
» По условию существует конечная у’(х) в точке хе X > 

= v(x) — непрерывная в точке х,. По условию у(х) * 0 = по тео- 
реме о стабильности знака существует окрестность ГИ (х) точки X, 
такая, что /(х%) < X и у(х) #0, хе V(x). Дадим x,, отмеченному 
в условиях утверждения 111, приращение Ax — любое, но такое, 
что Ах #0 иточка (№ +Ах)е V(x). Тогда функции u(x) и v(x) 

У(х) = 
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получат соответственно приращения Ди и AV, и их новыми зна- 

чениями будут и(х) + Au и у(х) + Ау. А значит, 

_ U(X) + Au _ и(хо) _ Уж). Ди-и(ж). Av 

7 У(хо) +Ау v(X) 7 V(X) [v(x9) + Av] 

Ax W(X) [у(хо) + Av] 

Заметим, что по условию: 

. АИ Av 
lim —=u'(x)); lim — = У(ж): 
Ax>0 AX ( о) Ax0 AX ( о) 

jim, V(Xq) [ v(x) + Av] = у? (х) #0. 

А тогда 

. Au . АУ 
У(х): lim — -и(ж): lim — 

lim _ ( 0) Ах>0 Ах ( 0) Ax-0 АХ 

4х-0 Ax lim_ v(x) [у(хо) + Av] 
Ах>0 

и’ (ходу (хо) = ибо) о). 
у" (ж) 

8. у = f(x) = шх, xe (0, +5). 
}» Берем любое x из промежутка (0, +o) и закрепляем. Дадим 

этому фиксированному х приращение Ах — любое, но такое, что 
Ах #0 иточка (х+Ах)Е (0, + 0). Тогда 

=> У(ж) = < 

x+Ax Ax 
Ay = In (x + Ax)—-—Inx =In =ш|1+— | 

x x 

AX 
Так как >. бесконечно малая величина при Ax > 0, то 

Ах Ах 

Ах 

In (1+) -S при Ах 40. Поэтому lim AY _ lim x1 
xX x Ax-0 AX Ax-0 AX XxX 

Таким образом, (In ху ‚ ХЕ (0, + °э). 4 
х 
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9. y= f(x) =log, x, ХЕ (0, +) (а>0, а=1). 
> Имеем 

y Inx 
а’ =х > ylna=Inx > y=— => 

Ina 

/ ] / | 1 

>у =— -(Inx) = —.—,хе (0, +). 4 
Ina Ina x 

10. y= f(x) =tgx; f(x) определена всюду, за исключением 

точек x= (2k +15, k =0, +1, +2,.... 

с 

> Имеем у 2х. Следовательно, для x я (2+ 1-2, k=0, 
1+2 COs X 2 

, Е) _ (sin x)’cos x — sin x(cos x)’ _ 
— 2 — 

COS X COs~ x 

_cosx-cosx—sinx-(-sinx) _cos*’x+sin*x |1 

cos? x cos? x cos? x 

] д 
#(2k+1)-—,k= .... cost oO * ( ) 5k 0, +1, +2,....4 

И. у= f(x) =ctgx; f(x) определена всюду, за исключением 

точек Xx =kn, k =0, +1, +2..... 

COS X 

Итак, (tg x)’ = 

> Имеем у = . Следовательно, для x * лк, К =0, +1, +2,... 

, ЕЯ _ (cos x)’ sin x —cosx-(sin x)’ _ 
— 

2 
— 

sin x sin” x 

_-sinx-sinx-—cosx-cosx  sin?x+cos?x | 
sin? x sin? x sin? x | 

Takum образом, (ctg x)’ =-- Г ‚если x#kn,k=0, +1, +2,... .4 
sin? Xx 

12. Формула для приращения функции. 
Пусть функция у = f(x) определена в промежутке Хи пусть x, — 

некоторая точка из Х, в которой существует конечная производная 
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f'(%). Дадим x, приращение Ax — любое, но такое, что Ax #0 и 
точка х +АхЕ X . Положим 

о, = {Gos “2 А) _ f'(%)- (*) x 

Ясно, что о зависит OT Ах (т.е. © = a(Ax) ) и что 

—0 

Jim a(Ax) — jim Le tas) Ао - ло -0 . 

Из соотношения (*) находим 

f (Xp + Ах) — Л(ж) = [Л (хо) +а]- Ах, 
или 

Ay =[f'(xp) + a@]- Ax. (+*) 
Формула (**) и есть формула для приращения функции. 
Заменание. Формула (**) установлена для Ах # 0, ибо она вы- 

ведена из (*), а соотношение (*) теряет смысл при Ах =0. Если 
мы сами любым образом доопределим функцию @а(Ах) в точке 
Ах =0 (например, положим &(0) = 13 или © (0) =7 ит. д.), то фор- 
мула (**) окажется верной и для Ax =0. Условимся раз и навсег- 
да полагать ©(0)=0. Тогда формула (**) будет верной как для 

Ах * 0 ‚таки для Ax =0 и соотношение jim, a(Ax) =0 будет Bep- 
— 

но независимо от того, по какому закону Ах — 0 (хотя бы Ах и 

принимало значение нуль). 
13. Правило дифференцирования сложной функции. 
Пусть функция z= f(y) определена в промежутке У = {у}, а 

функция y= Q(x) определена в промежутке Х и такая, что если 

хЕХ, то Ф(х)Е Y. Тогда для xe Х имеет смысл выражение 
F(x) = Л($(х)) (F(x) =f (9(%)), хеХ — сложная функция). 
Предположим, что в точке ху е Х существует конечная производ- 
ная Ф’(х), а вточке у, (Yo = P(X) € У) существует конечная про- 
изводная Г”). Покажем, что существует конечная F(x) и най- 
дем ее. 

Дадим x, прирашение Ах — любое, но такое, что Ах#0 и 
Хх +АхеЕХ. Тогда функция у=ф(х) получит приращение 
Ay = (Xp + Ах) — @(X) (не исключено, что Ду = 0). Так Kak z= f(y), 
TO приращению Ay отвечает приращение Az = (у +Ау)- Л). 

По формуле приращения функции (**) (см. пункт 12) 

Az =[f'(y) + (ду) |- Ay, 
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где a(Ay) > 0 при Ду > 0. А тогда 

=[F'00) + alay)]- 
Пусть Ах —>0.Ho тогда Ay > 0 (ибо функция y= Q(x) диф- 

ференцируемая в точке X,, а значит и непрерывная в точке х,). 
A, следовательно, и a(Ay) > 0 при Ax > 0. Значит, 

tim = = Им lim [/’(%) + a(Ay)]- = 06). Ф'(х), 

т.е. Е’(хо) = Л): (Xp) . Показано, таким образом, что ЁР”(ж) су- 

ществует конечная и что Р’(ху) = ЛЖ) -Ф(ж) (короче: &х = <, Ух). 

Правило цепочки. Производная сложной функции по незави- 
симой переменной равна ее производной по промежуточной пе- 

ременной, умноженной на производную промежуточной перемен- 

ной по независимой переменной. (Здесь у— промежуточная 
переменная). 

Примеры. 

1) z=sinInx > z=siny, где у= 1х. 

, ry 1 | 
Имеем 2, =&,. ух =Cosy-—=—cosInx. 

x Xx 

3 
2) z=e* => z=e"’, где у=х. 

Имеем 2, =2,- yy =e” -3x? =e* .3x?, 

3) zstgvx => z=tgy,me y=vx. 

] ] ] ] 

cos? у 2/х _ (cos vx) 2Vx 
Имеем 2, = 2% Vy = 

4) z=Vinx = 2= Vy, me y=Inx. 

Имеем < =% yy == = 

5) z=ctg?x seeps ox y=ctgx. 

Га 7 4 1 1 

Имеем 4-55" [т 5 }= 55 (- - 2 | sin’ x sin’ x 
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Правило. Если для получения значения г нужно произвести над 
х много действий, то для применения правила цепочки следует 
обозначить через у результат всех этих действий, кроме последнего. 

Например, 

1) если < = tg° (Уп sinx), то & = уз, где у=ю5/Ишпзшх; 

x 
2) если z= 52 то < = Шу, где y = 18%, 

[ox ох 

3) если z= §ctg>(Incosx) ‚то z= у, где у = ctg (Incosx). 

Примеры. 

I ] 
1) Пусть z= е®\ Torna г. = е®\х. 

(cosVx) Vx 

, ; | 
2) Пусть г = зт3 (шт x). Тогда 2, = 3sin?(In x) - cos(In x) - x 

3) Пусть < = ts (In? (sin x)) . Тогда 

, | И 
“* 2 Ite (In? (sin x)} cos? (In*(sin 0) 

x3 In2(sin х). I -COS X. 
sin x 

2 
4) Пусть z = tg? G (sin al Тогда 

х+1 

x? 
z, =5tg*| шп? | sin —— ||. x 

x+i1 2 > . x? 

cos” | In“ | sin —— 
х+1 

- x? 1 x x7 42x 
x2 п | sin x -COS . 

х+| x? х+1 (x41)? . 
sin —— 

х+1| 
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5) Пусть z= logigx COSX - Имеем, по определению логарифма, 

Incosx 

Intg x 
(tgx)* =cosx => zIintgx =Incosx > z= . Следовательно, 

. | 
(—sin x) -Intgx—Incosx- ‘_— 

‚ _ COSX (gx _cos* x 
< = 

* In?(tg x) 
=> 

, ~ tg x-In (tg x) - sin xcos x ><. = 
In? (tg x) 

-In (cos x) 

14. Правила дифференцирования обратных функций. 
Пусть функция у = f(x) определена в промежутке (a,b) и яв- 

ляется там строго монотонной и непрерывной. Было показано ранее, 
что тогда у функции у = f(x) имеется обратная функция х = #(у), 
определенная в промежутке (р, 4) , причем эта функция в проме- 
жутке (p,q) также строго монотонная и непрерывная. (Здесь (р, 4) 
есть множество значений, принимаемых функцией y= f(x) на 
промежутке (а,5)). Пусть у функции у = f(x) в точке Xp € (a,b) 
существует конечная отличная от нуля производная f(x) 
(f'(%) #0 и f(x) #0). Покажем, что тогда у функции х = #(у) 
в соответствующей точке Yo Е (р,9) (у = Л(ж) ) также существует 

то (короче: x -1) 
f'(Xo) 7 Ух 

№ Дадим yo приращение Ay — любое, но такое, что Ay #0 и 
точка yy + Aye (p,q). Тогда функция х = 2(у) получит приращение 

Ax = 8(% + Ay)— 8(%). 
Отметим, что в силу строгой монотонности функции х = &(у) 

конечная производная, причем gy) = 

Ах *0 ‚если Ay#0. 

Отметим далее, что в силу непрерывности функции х = #(у) 

Ах >0,если Ду>0. 

Ах | .. 
Имеем очевидное равенство aD = aa Перейдем в этом pa- 

у 
Ах 

венстве к пределу при Ау > 0. Получим 
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Ах . 1 . | 
lim — = lim —= lim —. 
A4yo0 Ду 4у>0 Ay = ax0 Ay 

Ax Ax 

По условию lim Ay = f(x) (существует конечный, отличный 
Ах>0 АХ 

uw a. АХ 
OT нуля). Но тогда существует конечный И ‚ Т.е. существует 

Ayo у 

g(yo), причем g’(yo) = _! q 
f"(%) 

Итак, производные взаимно-обратных функций есть величины 

взаимно-обратные. 

Исходя из этого, можно получить формулы для производных 

обратных тригонометрических функций. 

15. у =arcsinx, xe (-1, 1) < [-5. a 

> Эта функция является обратной для функции х = Sin у, которая 

ДЛЯ ye [-2. 2 имеет конечную отличную от-нуля производную 

ху = с0$у. 

Но тогда функция y=arcsinx для xe (-1,1) имеет конечную 

производную, причем у’ = р ОНИ ЛИНИИ (перед радика- 
xy cosy Л-яту 

и 
лом взят знак “+”, ибо cosy > 0 для ye (-5. a Так как sin y=x, 

2 
то получаем окончательно 

НИИ 1 
> М-х’ М -х?” 

Отметим, что значения х =+1 были исключены, так как для 

т.е. (arcsin x)’ = ХЕ (-1,1). 

ow TT oO 

соответствующих значений y= => сх, =cosy=0.4 

16. y=arccosx, xe (-1,1) (ye (0,7) ). 
> Эта функция является обратной для функции X = COS Y, KOTO- 

рая для ye (0, п) имеет конечную отличную от нуля производную 
? e 

xy =—siny, 
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Но тогда функция y=arccosx для xe (-1,1) имеет конеч- 

ную производную, причем у’ = — ==. (Здесь 

sin y= Jl — с05? у; перед радикалом взят знак “+”, ибо зту>0 

для ye (0,2) .) Так как соб у =х, то получаем окончательно 

И ИИ | 
> М -х2 Vi — x? 

И здесь значения X = +1 были исключены, так как для COOT- 

ветствующих значений у=0 и у=т: x, =-siny=0.4 

‚ т.е. (arccos x)’ = - ‚ХЕ (-1,1). 

17. y=arctgx, ХЕ (-, +0) (ye [-5. 5} 

p> Эта функция является обратной для функции x = ву, которая 

ДЛЯ уе [-5. 4 имеет конечную отличную OT нуля производную 

, | 
х’ = 

7 cos? y 

Но тогда функция у = arctgx min хЕ (—o, + 0) имеет конечную 

| 
производную, причем у’ =— = с0$? у = 5 . Так как tg y=x, 

xy 1+12^у 
то получаем 

ух = И т.е. (arctg x)’ = ХЕ (-°°, + 00). 
1+ x? , + x? ° 

18. y =arcctgx, ХЕ (-°, + оо) (ye (0,7) ). 

> Эта функция является обратной для функции х = с у, кото- 
рая для ye (0, п) имеет конечную отличную от нуля производную 

х, ===. Но тогда функция у = arcctg x для хЕ (-°, + 0) имеет 
п“ у 

# | ® 2 1 

конечную производную, причем у, = — =—sin* у=- 5— - Так 
Хх, l+ctg" у 

как Clg у =х , то получаем 
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, | 
Ух = Те ‚т.е. (arcctg x)’ = —1 - 

19. О бесконечной производной. 
Было доказано ранее: если функция f(x), определенная в окре- 

стности и(х,) точки X,, имеет в точке X, конечную производную, то 
она обязательно непрерывна в этой точке. Если же функция f(x) 

имеет в точке х, бесконечную 

x2 ХЕ (—09, + 55) . 4 

у производную, то она уже не обя- 
зательно непрерывна в точке х.. 
Чтобы убедиться в этом, рассмот- 

O Ay x рим функцию 

Ах ГЬ ХЕ (0, + =); 
4 f(x) = 3 9, x =0; 

-Ь ХЕ (-2, 0). 

Puc. 4.9 Ota функция, хотя и разрывна 
в точке X, = 0, но имеет в этой точ- 

ке бесконечную производную. Действительно, дадим x, = 0 прира- 

щение Ах — любое, но такое, что Ах > 0. Тогда 

Ay = f(0+ Ax) - Г (0) =1-0=1. 

Следовательно, 

Ay 
Ax Ax Ax>-+0 АХ 4х>+0 AX 

Дадим теперь x,=0 приращение Ax — любое, но такое, что 

Ах <0. Тогда 

Ay = Л(0+Ах)- Л (0) =-1-0=-1. 

Следовательно, 

Ay__ ТГ нм А = lim СР] 
Ах Ах Ax>-0 AX 4х->-0| Ах 

=> У-(0) = +00 

Вывод: в точке x, = 0 функция f(x) имеет бесконечную произ- 
водную /“(0) =+0. 

Обратимся к другому вопросу. Отыскание значений х, для ко- 
торых функция f(x) имеет бесконечную производную, связано 
с некоторым неудобством, вызванным тем, что установленные нами 
формулы для производных от элементарных функций, равно как и 
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простейшие правила вычисления производных, относятся лишь 
к конечным производным. В случае же бесконечной производной 
мы пока никаких общих правил не имели. Сейчас мы хотим вос- 
полнить этот пробел. В пункте 3 (см. частные случаи) было уста- 

новлено, что функция y=Vx, хе [0, +0), имеет производную 

у’ = Е ‚ ХЕ (0, +0); у, (0) = +0. В точке x, = 0 график функции 
х 

y= \/х имеет вертикальную касательную (рис. 4.10). 

В пункте 15 было установлено, что функция y=arcsinx, 

ХЕ [-1, ], имеет производную у’= ДЛЯ ХЕ (-1,1). Из _! 
V1 — x? 

рис. 4.11 видим, что график функции у = агсзт х в точках х = -1, 

x=] имеет вертикальные касательные. 

Обращаем внимание на тот факт, что для функции у = Vx: 

; ; | 
lim у’ = lim —= =+0; 
ху х—+0 2./х , 

для функции у =arcsinx: 

Га | | 
lim y= lim ———=+0; lim у= lim = =+0, 

х—-1+0 х—-1+0 р _ x? х—1-0 х—1-0 i; — x2 

т. е. пределы совпадают с производными в соответствующих точ- 

ках. Возникает вопрос: случайно ли это? 

Ответ: нет, не случайно. Имеет место следующая теорема. 

hy 
м п]. 

2 
| y=arcsinx 

y=vx —х 
x —1 1 

----4 2 
2 

Рис. 4.10 Рис. 4.11 
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Пусть функция у= f(x) определена и непрерывна в окрестно- 
сти и(х,) точки X,. Пусть f(x) имеет конечную производную в про- 

< о . , 
колотой окрестности и(ху) точки x, Тогда, если lim f(x)=e, 

XX, 

(x#%9) 
To f(x) =~. 

Ha доказательстве этой теоремы мы сейчас останавливаться 
не будем. Она будет доказана как следствие теоремы Лагранжа, 
которая будет установлена позже. 

§ 4. Дифференциал функции 

1. Определение дифференциала. Пусть функция у= f(x) опре- 
делена в некотором промежутке Х и пусть точка ху Е Х. Дадим 
значению X, аргумента приращение Ах — любое, но такое, что 
Ax #0 иточка х +Ахе Х . Пусть Ay = f(x + Ах) — f(x) есть при- 
ращение функции у=/(х) в точке х, соответствующее прираше- 
нию Ах аргумента. Мы знаем, что если функция f(x) имеет 
в точке x, конечную производную /”(хо), то приращение Ay функ- 

ции представимо в виде 

Ay = Г’(№ж)-Ах + а(Ах)-Ах, (1) 

где a(Ax) > 0. 
Ах>0 

Замечаем, что если /”(ху) # 0 , то первое слагаемое в правой части 
формулы (1) пропорционально величине Ах или, как говорят, линейно 

Л’(х)-Ах 
Ах 

то упомянутое слагаемое /’(ху)-Ах является при Ах 0 беско- 
нечно малой того же порядка, что и Ах. 

Второе слагаемое a(Ax)-Ax правой части (1) при Ах 30 
является бесконечно малой более высокого порядка, чем Ах, ибо 

зависит от Ax. Так как в этом случае lim = /'(х)=0, 
Ах>0 

. O(Ax)-Ax 
lim 
Ax-0 AX 

= lim a(Ax) =0. 
Ax—0 

Полагаем 

dy =Л(ж)-Ах (2) 
и называем эту величину дифференциалом функции y= f(x) в точке x,. 

Таким образом, дифференциалом функции y= f(x) в точке x, 
называется произведение производной, вычисленной в этой точке, 

на приращение Ах независимой переменной. 
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Дифференциалом независимой переменной х называют ее при- 
ращение, т. е. полагают dx = Ах. Следовательно, вместо равенства 
(2) можно писать 

dy = Г’(хо)ах. (3) 
Из равенства (3), разрешая его относительно /”’(ж), находим 

, dy 
= —. 4 Л 0%) dx (4) 

dy Тем самым символ ax может рассматриваться как обычная 
x 

дробь, знаменатель которой есть Ax, а числитель — ду. 
Вернемся снова к формуле (1). Если Л”’(ху) * 0 ‚т.е. dy #0 при 

Ax * 0 ‚то 

ду ГЛ(х)-Ах+оа(Ах). Ах a(Ax) . Ay 
— = - =1+—— => lim — = 
ау Л’(%)-Ах Л) &мэыа 

Значит, в случае, когда f(x) #0, приращение функции Ay и 
ее дифференциал dy оказываются эквивалентными бесконечно 
малыми при Ах > 0. Поэтому в этом случае вполне оправдано 
приближенное равенство 

1. 

Ду = ау. (5) 
Ясно, что приближенное равенство (5) тем точнее (как в смысле 

абсолютной, так и в смысле относительной погрешности), чем 
меньше Ах. 

Обычно структура дифференциала функции dy значительно 
проще структуры ее приращения Ду, и поэтому формулой (5) 
широко пользуются в приближенных вычислениях. Например, для 

функции y= x?: 

Ay = (х+ Ах)? — x? = 3x? -Ax+3x-(Ax)y + (Ax), 

в то время как 

dy = 3x? - Ax. 

Если взять X= 2, Ах =0.01, To 

Ay = 3-4-0.01+3-2-0.0001 + 0.000001 = 0.120601, 

dy =3-4-0.01 =0.12. 

Таким образом, абсолютная ошибка 

ldy - Ay| = 0.000601, 
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относительная ошибка 

[Чу- ду| _ 0.000601 
| Ау | 0.120601 

2. Геометрический смысл дифференциала. 

Пусть имеется график (L) функции y=f(x), хе Х. Пусть зна- 

чению х, аргумента х на кривой отвечает некоторая точка М,. Про- 
AY ведем к кривой (2) в точке М, Ka- 

сательную М.Г. Для углового 
коэффициента касательной мы 
знаем формулу 

> 0.005(5.%) 

tga = /'(№). 
L $ i ых При переходе от x, к хо + Ax ор- 

№ = №+Ах дината касательной получит прира- 
щение 

Рис. 4.12 NK = Ах ва = f'(xj)- Ax =dy. 

Таким образом, dy ecTb приращение ординаты точки, лежащей 
на касательной к кривой (ZL) в точке М, при переходе от x, 
K Xp + AX. 

Отметим, что замена приращения функции Ау дифференциа- 

лом ау равносильна переходу от заданной функциональной зави- 
симости уотх (у = f(x) ) клинейной зависимости y OT X в доста- 
точно малой окрестности точки х,. При такой замене получающаяся 
погрешность оказывается бесконечно малой более высокого по- 

рядка, чем приращение аргумента. 
3. Сводка формул для дифференциалов. 

Поскольку дифференциал dy функции у = f(x) получается ум- 
ножением производной этой функции /’(х) на дифференциал 
независимой переменной (Хх, постольку операции на вычисление 
производной и дифференциала, с точки зрения техники вычисле- 
ний, почти не отличаются друг от друга. Это позволяет нам из 
сводки формул для производных получить соответствующую сводку 
формул для дифференциалов. 

Например, из формулы (u(x) . "(х)) = u'(x)- v(x) +и(х): УС), 

умножив обе части на Ах, получим 

(и(х) - v(x)) ах = и'(х) - v(x)dx + u(x)- v(x) dx ; 

или 

d (u(x) - v(x)) = v(x) -du(x) + и(х) -аъ(х). 
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Поступая аналогичным образом и в иных случаях, найдем: 

11 dC =0 (С =соп$ ). 

2) d(u(x) + у(х)) = du(x) + dv(x). 

3) d(u(x)v(x)) = v(x) du(x) + u(x)dv(x). 

4) {a v(x) du(x) — u(x) dv(x) . 

v(x) у? (х) 

5) d(x") = rx" ах. 

8) d(a*) =a* Inadx (а>0, а=1). 

9) d(e*) =e*dx. 

10) d(in x) = = 

11) d(log, x) = ——- (а>0, а=1). 

12) d(sinx) = cos хах. 

13) d(cos x) = -5т хах. 

dx 

cos? x 

dx 

sin? 

14) d(tg x) = 

15) d(ctgx) =- 

16) d(arcsin x) = 

17) d(arccos x) = - 

18) d(arctgx) =. 
1+х 
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dx 

+x 
20) d(sh x) =ch хах. 

21) d(ch x) = $1 хах. 

19) d(arcctg x) =- т 

dx 
22) d(thx) = . 

р ath x) ch? x 

dx 
23) d(cthx) =- . ) а( ) sh? x 

4. Дифференциал сложной функции. Инвариантность формы 
дифференциала 

Рассмотрим сложную функцию : = f(y), где у = (x). Счита- 

ем, что функция < = f(y) определена на промежутке У = {у}, а 

функция y=Q(x) определена на промежутке X и такая, что 
o(x)e У ‚ если xe X. Пусть функция у=Ф(х) имеет конечную 
производную у’. на промежутке X, а функция Z= f(y) имеет ко- 
нечную производную <, на промежутке Y. 

Так как & = f (@(x)) есть функция независимой переменной x, 

определенная на промежутке Х, то, по определению дифференци- 
ала, имеем 

dz = 2, ах. (*) 
Ho по правилу дифференцирования сложной функции 

2х = Ly Vy. 

Подставляя это выражение для г» в соотношение (*), получим 

dz =, y,dx. 

Так Kak y,.dx = dy (по определению дифференциала), то будем 

иметь 

dz= ау (**) 

Сравнивая соотношения (*) и (**), замечаем, что дифференци- 
ал сложной функции Z через промежуточную переменную увыра- 
жается в той же форме, как и через независимую переменную х. 
В этом и состоит инвариантность (неизменяемость) формы диф- 
ференциала. 

Следует, однако, помнить, что в случае, когда у — независимая 
переменная, то dy = Ay (т. е. dy есть произвольное приращение), 
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а в случае, когда у — функция, TO dy ecTb дифференциал этой функ- 

ции, т. е. величина, вообще говоря, не совпадающая с ее прираше- 
нием Ay (dy # Ay, вообще говоря). 

$ 5. Производные высших порядков 

1. Пусть функция y=/f(x) определена в некотором промежут- 
ке Хи в каждой точке х этого промежутка имеет конечную произ- 
водную f(x). Тогда f(x) сама является функцией от x на проме- 
жутке Х. Поэтому можно поставить вопрос о нахождении 
производной от этой новой функции. Если существует производ- 
ная от f(x), то ее называют второй производной (или производной 
второго порядка) от заданной функции y=f(x) и обозначают 
одним ИЗ CHMBOJIOB 

ye BY т, PSH) 
’ ах?’ а‘ 

Может оказаться, что и вторая производная f"(x) имеет про- 
изводную в промежутке Х. Тогда производную OT f(x) называют 

третьей производной (или производной третьего порядка) от за- 
данной функции y= f(x) и обозначают одним из символов 

Фу fx) 4? Го (x) 
dx3 9 9 ° 

Аналогично вводятся четвертая, пятая и т. д. производные OT 
функции y= f(x). Для обозначения производной л-го порядка упот- 
ребляются символы 

у”, 

in ФУ f(x) ant (x) 
dx"’ м т 

Замечание. Чтобы имело смысл говорить о конечном или бес- 
конечном значении у“”) в точке ху е Х , нужно, чтобы у“ как 
функция от х была определена и конечна в некоторой окрестнос- 

ти и(х,) точки х,. Таким образом, когда говорят, что в точке xX, име- 
ется конечная или бесконечная л-я производная функции y =f (x), 
то тем самым подразумевается существование конечной произ- 
водной (п-1)-го порядка этой функции в некоторой окрестности 
и(х,) точки х 

Чтобы найти производную л-го порядка от данной функции 

у= / (х), нужно предварительно вычислить, вообще говоря, после- 

довательно производные всех предшествующих порядков. Однако 
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есть случаи, когда можно получить общую формулу для производ- 
ной п-го порядка функции y= f(x), которая не содержит обозна- 
чений производных этой функции предшествующих порядков. 

Пример 1. Пусть у =Inx, xe (0, + 0). Имеем 

, l „ 1! ” 2! 
yes; WX)=-s; WOES. 

x x x 

Допустим, что 

_ 1)! 
у(") = (-1)”-! aa , (*) 

Тогда 

ye = y(n Би =". 
xX XxX 

Видим, что переход от п к (n+ 1) сделан. Для n= 1 (считаем 
01=1), л=2, л = 3 формула (*) установлена непосредственно. В силу 
перехода от лк (n+ 1) формула (*) будет верна для п =4, 5,..., 
т. е. для любого ПЕ М. 

Таким образом, 

|)! (In xy = (1 LO x60, +=), HEN. 
x 

Пример 2. Пусть y =sinx, хЕ (—o, +o). Имеем 

"= cosx=sin (x4) "сов (x+5)=sin (x+25) у’ = = 5p = 5} = 5 | 

Допустим, что 

у") =sin [х+"-5 (*) 

Тогда 

(п+1) uw). wv . у 
= с0$ | х+л-- |= $1 | x+n-—+—]=sin| х+(й+1)- [. 

Видим, что переход отик (п +1) сделан. Для п =1, п =2 форму- 

ла (*) установлена непосредственно. В силу перехода отпк (n +1) 
формула (*) будет верна для п = 3, 4, ... ‚ т.е. для любого пЕ М. 

Итак, 

(sin x) = sin [x+n-5} ХЕ (—oo, +00), NEN. 
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Пример 3. Пусть функции u(x) и v(x) в некотором промежут- 
ке Х имеют конечные производные всех порядков до п включи- 
тельно. Рассмотрим функцию у(х) = u(x) + v(x). Имеем 

у’ = (и(х) + v(x)) = u(x) +у’(х) (это известно), 

у’ = (и(х)+ у(х)) = (u’(x)) + (v'(x)) =u"(x)+v"(x). 

Допустим, что 

y™ = u™ (x) + у (х)(т<п-ЬтЕЮМ). (*) 

Тогда 

, , , 

yor) = (uo (x) + у" (х) = (u™(x)) + (v(x) = 

= Ul (x) + vor ( x), 
Видим, что переход от т к m+1 сделан. Для m= 1, m= 2 форму- 

ла (*) установлена непосредственно. В силу перехода от т к mt] 
формула (*) будет верна для т = 3, 4,....П. 

Итак, 

(u(x) + v(x))”” = и" (x) + v(x), хеХ; т=Ь2,...,п. 

2. Формула Лейбница для производной п-го порядка от произ- 
ведения двух функций. 

Теорема. Пусть функции u(x) и v(x) в некотором промежутке 
Х имеют конечные производные всех порядков до п включитель- 
но. Тогда функция у = u(x)- v(x) имеет в промежутке Х конечные 
производные всех порядков до п включительно, причем 

У" = (изу) = иду + Cue + Cru" +... + 

+ СЕНО YARD 4 Ch YMA) +... + цу т =1,2,..., п. (*) 

>» Имеем 

у’ = (иу) =u’v+uv’ (это известно); 

у’ = (Иу+иу)’ = (му) + (и, =u’v + 2u'v’ + uv’, 

Допустим, что формула (*) верна для любого т, удовлетворяю- 

щего условию: т<л-1 (ТЕМ). Тогда 

yer) = (ут) = uO у + (1+ Ch) ul’ + (Ch + C2) ит + 

tie 4 (С CE) yD 4... 4 цу, 
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Так как 

1+ СИ =1l+m=Cl,,, 

ст + С? = m4 ED вт" _ 2, 

т(т-1)...[т-(-2)] k-1 К _ 

Cm +m = ea 
_ mm - 1)... т —(k -2)] [m-(k-1)] | 

1-2-..-(kK-l)-k 7 

_m(m-|)...[m—-(k-2)] 1. ma(k=N _ 

7 1-2-...-(K-1) k 7 

_ (m+ 1)m(m - 1)... (Gm +1) -(k -1)] 

7 1.2.....А 
К 

= Crit , 

то получаем 

у(т+1) ит) у + C! uly’ + C2 uly? + + 

СЕ ли") VA) +... + ну". 
Видим, что переход от т к m+ 1 сделан. Для m= 1, т= 2 фор- 

мула (*) установлена непосредственно. В силу перехода от т 
кт+1 формула (*) будет верна для т = 3, 4,..., п. | 

Замечание. Формула Лейбница, которую мы сейчас установи- 
ли, во многих случаях позволяет сократить вычисления. 

Пример. Пусть у = х?ех . Требуется вычислить y!® , 

>» Имеем 

10) _ (2%, - x?)(10) _ (ех) 100) x2 +100 (2%) (x2) 4 

=u = 

+ 100.99. 

2 

3. Механическое истолкование второй производной. 
Пусть материальная точка М движется по прямой линии по 

закону 5 = f(t). Мы знаем, что скорость v(t) точки М в момент 

времени ¢ равна: v(t) = f(t). Поставим себе задачу: найти ускоре- 
ние точки М в данный момент времени Г. 

(2%) . (х?)" +0 =е*.х? +200е*.х+9900е*. 4 
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Для этого перейдем от момента времени {к моменту #+ АЕ. За 
промежуток времени от ¢f до #+4А! скорость у точки М получит 
приращение Av = (1+ ДГ) —у(1). Среднее ускорение 4,, точки М 

Av 

АГ. 

Легко понять, что чем меньше промежуток времени АЕ, тем 
меньше 4, будет отличаться от ускорения точки М в момент г. 
Исходя из этого, ускорением а точки М в момент { будем называть 
предел, к которому стремится среднее ускорение 4,,, когда At 0. 

Таким образом, ускорение точки М в момент времени f¢ опре- 

за промежуток времени от {до f+Af будет равно: ар = 

деляется равенством а(Г) = lim 4, ИЛИ 
Al Р 

a(t) = lim бт =v) = a(t) = (0) = ГО. 
Итак, ускорение точки М, движущейся по прямой, в момент f 

есть вторая производная от функции, описывающей закон движе- 

ния точки М, вычисленная в момент f. 

$ 6. Дифференциалы высших порядков 

Пусть функция у= /(х) определена в некотором промежутке 
Хи имеет там конечную производную f(x). Тогда, как мы знаем, 

ау = f'(x)dx. (1) 
Ясно, что ауесть функция от х, определенная в промежутке X, и 

поэтому можно поставить вопрос о нахождении дифференциала 
от этой новой функции. 

Второй дифференциал 4?у функции у= f(x) определяется как 

дифференциал от первого дифференциала, т.е. 4?у = d(dy). Если 

дифференциал d"'y порядка (л-1) функции y=f(x) уже опре- 
делен, то дифференциал d"y порядка п функции y=f (x) равен: 

d"y=d(d™'y). 

При этом, конечно, предполагается существование соответству- 
ющих дифференциалов. 

При вычислении дифференциалов высшего порядка следует 
существенно различать два случая: 1) когда аргумент х является 
независимой переменной; 2) когда аргумент х представляет собой 
дифференцируемую функцию некоторой переменной fF. 
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Переходя к вычислению дифференциалов высшего порядка, 
прежде всего рассмотрим случай, когда аргумент х является неза- 
висимой переменной. В этом случае dx = Ax, т.е. dx совпадает с 
произвольным приращением независимой переменной, а значит, 
dx не зависит от х и, следовательно, при дифференцировании NO x 

величину ax следует рассматривать как постоянное число. Стало 
быть, будем иметь 

у =d(dy) =d[f'(x)-dx] = [Го - de] «dx = f"(x)-(dx)?, (2) 

у = 4) =4[ f"(x)- dx)’ |= 

= [ ©. (dx? ] -ах = f(x) ao’. 
Допустим, что 

(3) 

d"y = f(x) - (ах)". (*) 
Тогда 

d™ly =d(d"y)=d| f™(x)-(dx)" | 

= [7 C): xy] «ах = f(x) ay", 
Видим, что переход от п к n+! сделан. 
Для n=2, п=3 формула (*) установлена непосредственно. 

В силу перехода от n к +1 формула (*) будет верна для п = 4, 5, ..., 
т. е. вплоть до того п, для которого существуют соответствующие 
дифференциалы функции y= f(x). Из формулы (*) получаем сле- 
дующее равенство: 

п 

fO(x) = 2, (4) 
(dx)" 

Таким образом, для случая, когда аргумент х является независи- 
мой переменной, л-я производная функции y=f(x) вточке хе Х 
равна отношению дифференциала я-го порядка этой функции 
в точке x, к п-й степени дифференциала аргумента. 

Перейдем теперь к рассмотрению случая, когда аргумент х сам 
является функцией х = O(f) некоторой переменной г. Будем иметь 

в этом случае у = /[Ф(#) |, где f— независимая переменная, a х— 

промежуточная переменная. 
По свойству инвариантности формы дифференциала первого 

порядка сложной функции и в этом случае будет 
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dy = f(x)-dx. 

Только в этом случае dx уже нельзя рассматривать как посто- 
янное число, ибо ax = g’(f) dt . Здесь уже второй дифференциал d2x, 
вообще говоря, не равен нулю и определяется формулой 

d*x = ф<"(#) - (41). Поэтому, используя правило вычисления диффе- 

ренциала от произведения двух функций, будем иметь, например, 

4? у = d(dy) =d[f'(x)-dx] =dx-d[f'(x)]+ f(x) -d(dx) = 

=> Фу= Г*(х) - (ах)? + f'(x)-d?x; (5) 

у =d(dy) =d| Г - (4? + f'(x)-d’x| = 
=а| f%(x)- (ах)? |+d[ f(x) ax] = 

= Г” (х) - (dx) +2f'(x)dx-d?x + Г"(хуах-а?х+ f(x): 4х > 

=> dy= Г” (х) (ах) +3f"(x)dx-d?*x+ Г(х) ах. (6) 
Мы видели, что когда переменная х была независимой, то 

Фу = f"(x)(dx)’, d’y = Г"(х) (4х)? (см. формулы (2) и (3)). 
Сопоставив эти равенства с равенствами (5) и (6) соответ- 

ственно, замечаем, что свойство инвариантности формы для диф- 
ференциалов сложной функции порядка п (п>2) в общем слу- 
чае уже не имеет места. 

Мы сказали “в общем случае” потому, что имеется частный 
случай, когда свойство инвариантности имеет место. Это будет тогда, 
когда х является линейной функцией OT Ё т.е. 

x=at+b 
(аи р — постоянные числа). Действительно, в этом случае 

dx = adt = aAt = d*x =0, 4х =0, 
и, следовательно, вместо формул (5) и (6) будем иметь d2y= 

= /*(х) - (4х)? , By = f"(x) - (@х)?. 

$ 7. Дифференцирование функции, 
заданной параметрически 

Бывают случаи, когда зависимость переменной у от перемен- 
ной х не задана непосредственно, а вместо этого задана зависи- 
мость обеих переменных хи уот некоторой третьей, вспомогатель- 
ной, переменной / (называемой параметром): 

x=(f), 

|. = w(t). (1) 
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Считаем, что функции (ft), w(t) определены на одном и том 
же промежутке Т = {fr}. 

Пусть точка fo ЕТ и пусть в окрестности и(ц) точки fy функ- 

ции $(г) и W(t) имеют нужное количество конечных производ- 
ных по переменной 1. Будем предполагать, что (ft) *0 в и(ц) и 
что функция х = $(!) строго монотонная в U(f,) . Но тогда, как мы 
знаем, у функции xX = $(Г) существует обратная функция f = w(x), 
определенная в окрестности у(х) точки ж (х = P(fy) 3 V(X) — 
образ и(ц) при отображении Ф). 

Отметим, что функция ¢ = W(X) в у(х) будет непрерывной, 

, . | 
строго монотонной и имеющей конечную производную Г, = —. 

х f 

Подставив { = @(x) в соотношение y = y(t), получим 

y=y(w(x)). (2) 
Видим, что y MOXKHO рассматривать как функцию независимой 

переменной x, а переменную f считать промежуточным аргумен- 
том. По правилу дифференцирования сложной функции имеем: 

=... Так как № =- Ух =r к как Г, = x » TO окончательно получаем 

f 

yi =", te u(t). (3) 
xy 

Пример. Пусть 

а te (Ол) 

у=а(1-с0$р, 

ot, 
Имеем %; = a(I—cost) =2asin’ > (x; #0 для te (0,п)); = 

=asint = 2a sin= cos . Значит, 

2asin Ecos 
yy = 2b = 2 2 ccig-, te (0,). 

2 wae 2 
asin 5 

Чтобы найти Vea ‚ поступаем следующим образом. Замечаем, что 

функция у. параметрически задается уравнениями 

190



|. $, дем = 2b - О 
Ух x =v (4), r\ $(1) 

А тогда, по установленному выше (CM. (3)), находим 

= _ , wild , 1 

у» = (у,); = = [ух] x 

В нашем примере 

, | | | | | 
У» = 85 rT 7 ran 7° 

! 291” 5 dasin* 5 4а т" 5 

a” 

Аналогично, считая, что функция Y,2 задана параметрически- 

ми уравнениями 

vi) aaa где y(t) = a. 

yo = 2(1), 

находим 

_ W2(t) I 
Ух Ф’(г) =; Ls 

ит. д. И вообще для любого ne М получаем 

= [9]. =: 

$ 8. Основные теоремы дифференциального исчисления 

Пусть функция у= (>) определена в некоторой окрестности 
u(x,) точки х,. Если f(x) в точке x, имеет конечную или бесконеч- 
ную, но определенного знака производную, то будем говорить, что 
функция f(x) в точке xX, имеет определенную производную. 

1. Теорема Ферма. Пусть функция f(x) определена на замкну- 
том промежутке [a,b] и пусть в некоторой внутренней точке 

с этого промежутка (т.е. в точке се (a,b)) f(x) принимает либо 
свое наибольшее, либо свое наименьшее значение. Тогда, если 
в этой точке с f(x) имеет определенную производную, TO обяза- 
тельно /’(с)=0. 

> Пусть, для определенности, f(x) в точке с принимает свое 

наибольшее значение. Тогда для всех хе [a,b] будет f(x) < f(c). 
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1) Возьмем Ах — любое, но такое, что Ах>0 и точка 
с+Ахе [a,b]. Имеем f(e + Ах) < Г (с) > Л(с+Ах) - Г(с) <0.Значит, 

fle + Ax) - Л) <0 и, следовательно, lim Де+ Ax) - f(c) 
Ax Ax—>+0 AX 

fi(e) <0. (*) 
2) Возьмем теперь Ax — любое, но такое, что AX < 0 и точка 

С+АхХЕ [a,b]. Имеем Г(с+ Ах) < f(c) > f(e + Ax) - Г(с) <0.Значит, 

f(e+ Ax) - f(c) Л(с+ Ax) - f(c) 
AX Ax 

<0,T.e. 

> 0 и, следовательно, lim >0,т.е. 
Ах.-›-0 

fi(c) 20. (+*) 

По условию функция f(x) в точке с имеет определенную про- 

изводную. Поэтому правосторонняя и левосторонняя производ- 
ные функции f(x) в точке с должны совпадать. Но из (*) и (ж**) 
следует, что осуществление соотношения /[,(с) = /'(с) возможно 

лишь тогда, когда fi(c)=0 и 
АУ y= f(x) fi(c) =0,т.е. когда f'(c)=0. 4 

Геометрическая интерпретация те- 

оремы Ферма состоит в том, что если 
в точке сЕ(а,65) функция f(x) при- 
нимает наибольшее или наименьшее 
значение, то касательная к графику 
функции у= f(x) в точке (с, /(с)) па- 
раллельна оси ОЖ (см. рис. 4.13). 

Замечание. Доказанная теорема не- 
Рис. 4.13 применима, если функция у=Х(х) 

принимает свое наибольшее или наи- 
меньшее значение на концах промежутка [a,b]. Так, например, функ- 

ция y= х, рассматриваемая на промежутке [0, 1], принимает в точ- 
ке х = 0 наименьшее значение, а вточке х = | — наибольшее значение. 
Однако /,(0)=1, Л. (1) =1 (см. рис. 4.14). 

Теорема неприменима и в том случае, когда функция f(x) 
принимает свое наибольшее или наименьшее значение во внут- 

ренней точке с промежутка [a,b], но не имеет в точке с определен- 

ной производной. Так, например, функции у= |x| u y= x7 pac- 

сматриваемые в промежутке [—1, |] принимают в точке х = 0 свое 
наименьшее значение. Однако, для функции у=[\| имеем: 
у' (0) =-1, у (0) =1, а для функции y=x7? имеем: у’ (0) = -®, 

у, (0) = +00 (см. рис. 4.15 и 4.16). 
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Рис. 4.14 Рис. 4.15 Рис. 4.16 

2. Теорема Ролля. Пусть функция f(x) удовлетворяет условиям: 
1) f(x) определена и непрерывна на замкнутом промежутке [4,6]; 
2) f(x) имеет определенную производную /”(х) хотя бы в от- 

крытом промежутке (a,b); 

3) f(x) принимает равные значения на концах промежутка, т. е. 

f(a) = f(b). 
Тогда между точкой а и точкой b найдется, по крайней мере, 

одна точка с, в которой производная функции обращается в нуль, 
т.е. f’(c) =0. 

> По условию функция f(x) определена и непрерывна в зам- 

кнутом промежутке [а,6]. Значит, f(x) достигает в этом промежут- 
ке как своего наибольшего М, так и своего наименьшего т значе- 
ний. Значит, для всех хе [a,b] будет: 

т < /(х)<М. (1) 

Могут реализоваться два случая: 1) т=М и 2) т<М. 
1) Если m=M, то из неравенства (1) следует, что все значения 

функции f(x) в промежутке [a,b] равны между собой, т.е. 

f(x) = const, хе [a, 5], 

и, следовательно, f(x) =0 для всех хе (a,b). 
2) т<М. В этом случае хотя бы одно из двух значений тили М 

функция f(x) принимает во внутренней точке с промежутка [а,6] 
(так как иначе, ввиду того, что f(a) = f(b), мы имели бы, что т = М, 
а это не так). Видим, что у нас выполнены все условия теоремы 

Ферма. Значит, Л’(с) =0. 4 
Геометрически теорема Ролля означает следующее: если край- 

ние ординаты графика функции y= f(x) равны, то на кривой 
обязательно найдется точка, где касательная параллельна оси Ох 
(см. рис. 4.17 и 4.18). 

Обращаем внимание на то, что непрерывность функции f(x) 
на замкнутом промежутке [a,b] и существование определенной 
производной во всем открытом промежутке (a,b) существенны 
для верности заключения теоремы. 

193



AY M hy M 

| | 
| | 
1 | 

А В А В 

| | ОТ И | Г” 1 о ТЯ | 

И: | ИИ 
1 1 1 [ | 1 i | 

+ гы i : гы 
О] а Cc с b О a С с 6b 

Рис. 4.17 Рис. 4.18 

Функция Л(х)=х-Е(х) в промежутке [0, 1] удовлетворяет всем 
условиям теоремы Ролля, за исключением того, что имеет разрыв в 
точке x = | (см. рис. 4.19). 

f(x) = х- E(x) = 
Г’(х) =1 для всех хе (0,1), т.е. Г’(х) не обращается в нуль HH 
в одной точке промежутка (0, |). 

Функции y=|x| и y=x, рассматриваемые в промежутке 

[-1 1] , удовлетворяют всем условиям теоремы Ролля, за исключе- 
нием того, что в точке х = 0 не имеют определенной (двусторон- 
ней) производной. 

Для функции у=|х| имеем: у’ =-1, если хе (-1,0), и у'=1, 
если ХЕ (0,1) > y' +0 для хЕ (-1, 0) 0 (0,1). 

x, сСлЛИи xe[0, 1); 

0, ссли x= 1. 

Для функции yax? имеем: у„=2. L => y #0 для 
3 x8 

x €(-1,0) U (0,1) (см. рис. 4.15 и 4.16). 
Точно так же существенно и условие 3) теоремы ( f(a) = f (0) ). 

Функция У=Х в промежутке [0, 1] удовлетворяет всем условиям 
теоремы Ролля, за исключением условия 3) (7 (0) = fC) ). Для функ- 

ции Y=X имеем: у’=1 для всех хЕ (0,1) => 
=> у’ не обращается в нуль ни в одной точке про- 
межутка (0,1). 

Частный случай (теоремы Ролля). Пусть фун- 
кция f (Xx) удовлетворяет условиям: 

1) f(x) определена и непрерывна на замкну- 
том промежутке [а,6]; 

2) f(x) дифференцируема во всех точках OT- 
крытого промежутка (a,b); 
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3) f(x) обращается в нуль на концах промежутка [a,b], т.е. 

f(a) = f(b) =0. 
Тогда существует хотя бы одна точка Ce (а, 5) ‚ в которой про- 

изводная f(x) обрашается в нуль. 
Короче: между двумя нулями дифференцируемой функции всег- 

да лежит хотя бы один нуль ее производной. 
Примеры. 

1. Пусть f(x) = x? -4х. Имеем f(0) = /(4) =0; f(x) =2x-4> 
=> /’(х)=0 в точке х=2. В этом примере а=0; b=4; с=2 
(a<c<b), 

2. Пусть f(x) = хз — 6х? +11x-6./(x) обращается в нуль в точ- 

ках x) =1; x. =2; x3 =3. f(x) = 3х? -12х+ И = f(x) =0 вточ- 

3. V3 ~ _ ~ 3 
Kax X, = 2+ 5 X= 2-—> . Здесь: точка Хх, = 2+ лежит между 

- 3 
точками х› =2 и X3 =3у; точка X2 = 2-5 лежит между точками 

х = Hu xX) =2. 

3. Пусть имеется полином Р,(х) и пусть все корни этого по- 
линома вещественны и различны. Тогда все корни производной 
этого полинома тоже вещественны и различны. (Корни производ- 
ной полинома должны лежать между корнями полинома P,(x).) 

3. Теорема Лагранжа. Пусть функция f(x) удовлетворяет усло- 
BUSM: 

1) f(x) определена и непрерывна на замкнутом промежутке [а,6]; 
2) f(x) имеет определенную производную f(x) хотя бы в от- 

крытом промежутке (а,5). 
Тогда между точкой а и точкой р найдется, по крайней мере, 

одна точка с такая, в которой имеет место равенство: 

, f(b) — f(a) 
Л (с) = 

b-a 

> Для доказательства введем в рассмотрение вспомогательную 

функцию 

F(x) = f(x) - ло -L9=LO (x ~ a). 
Отметим, что: 
1) F(x) определена и непрерывна на замкнутом промежутке 

[a,b], ибо f(x) определена и непрерывна на [а,6]; 
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2) F(x) имеет определенную производную Р”х) = f(x)- 

_ f(b) - f(a) Ш хотя бы в открытом промежутке (a,b), ибо в (a,b) 

существует определенная производная f(x); 
3) F(a) = Е(6) (=0). 
Видим, что функция F(x) удовлетворяет всем трем условиям 

теоремы Ролля. Следовательно, между точкой а и точкой в обяза- 
тельно найдется хотя бы одна точка стакая, что будет F’(c) = 0 ‚т.е. 

pe -LO=LM _ д азначит, о) = LO-LO 4 
b-a b-a 

Полученную формулу называют формулой конечных приращений 
Лагранжа. Приведем другие формы записи формулы Лагранжа. 

1. ДБ) - f(a) = Г’) -а) , где a<c<b. (*) 

Заметим, что формуле (*) можно придать и такой вид: 
f(a) - f(b) = f'(c)(a— 6), откуда следует несущественность того, 
будетли а <b или, наоборот, а>ф. 

2. Пусть a<c< 6. Из каждого члена этого неравенства вычтем а. 
Получим 0<c-—a<b-a. Так как р-а>0, то все члены послед- 

него неравенства можно поделить на (Ь-а). Будем иметь 

с-—а 0 
<5 

с-а 
<1. Обозначим boa =0 (это — обычное обозначение 

_а 

величины, лежащей между 0 и 1). Отсюда с =а+0(-а). Поэтому 

формулу Лагранжа можно записать в виде 

f(b) - (а) = Л’(а+0(6-а)). (6 -а) (0<0<|). 

3. Рассмотрим промежуток [x,x+Ax], т.е. положим а=х, 
р=х+Ах. Тогда р -а = Ах, и формула Лагранжа запишется в виде 

f(x + Ах) — f(x) = Г(х +в Ах): Ах (0<0<}. 

Геометрический смысл теоремы Лагранжа состоит в следую- 

щем. Пусть А(а, /(а)) и B(b, f(6)) — концы графика функции 

у = f(x), АВ — хорда, соединяющая точки Ли В (см. рис. 4.20). Tor- 

да левая часть формулы f о -/(@) = f’(c) представляет собой В, 

т.е. тангенс угла, образованного хордой АВ с положительным на- 

£0) - f(a) _ 
_а 

правлением оси Ох. Поэтому равенство (с) может 
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быть переписано в виде В = tga . Значит, на кривой АВ имеется, 

по крайней мере, одна точка (с, У (c)) такая, в которой касательная 

к АВ параллельна хорде АВ. 

y=f(x) (°)(€,£@)) 
у (®) (с, f(c)) B Yh (6) (c,f(0)) В 

f(c) С — 
f(6)-f(a) 

A В —— А аа °)(2 t(2)) 

5. В b-a _х a 1g 
O a с b 7 Ol a с с с +b 

Рис. 4.20 Рис. 4.21 

Следствие из теоремы Лагранжа. Пусть функция у = f(x) оп- 
ределена и непрерывна в окрестности и(ху) точки х,. Пусть f(x) 
имеет конечную производную /’(х) в проколотой окрестности 

й(ху) точки X,. Гогда, если существует конечный или бесконечный 

предел 

lim f'(x), 
X—>Xy 

XuXy 

то существует и производная f'(x)), равная этому пределу. 
> Дадим x, приращение Ax — любое, но такое, что Ax #0 и 

точка ху + AX е U(X). В промежутке [х, ху + Ах] применим к фун- 
кции f(x) теорему Лагранжа. Будем иметь 

Ay = Л(х + Ах) - Л(ж) = S'(% +0-Ах)АХ (0<0<1), 

откуда АУ - Г’(х +0.Ах). 
Ах 

Если положить х +6- Ax =X, то очевидно, что х —> Xp, если 
Ax > 0, причем x # ху. Поэтому 

ду lim — = lim ГО +0-Ах) = lim f'(x). 
Ax70 Ax —Ах->0 f ( 0 ) хх f ( ) 
(Ax#0) (Ax#0) NEXY 

Это означает, что /’(ху) существует, и справедливо равенство 

J'(%) = lim f'(x). 4 
X—P>Xy 

Хх: № 
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Пример. Пусть f(x) = /х -sinx. Ясно, что эта функция опреде- 

лена и непрерывна для хе [0, +0). Для х>0 имеем 

Ух sin x 
I(~y= 1 sinx + X +COSX = ——-—— + Vx -cosx 

2/x 2 x 
и, следовательно, 

Ff, (0) = tim, f(y) = tim aa mx х. коз |-0 

4. Теорема Коши. Пусть имеются две функции f(x) и g(x), 
удовлетворяющие следующим условиям: 

1) f(x) и g(x) определены и непрерывны на замкнутом про- 
межутке [а,6]; 

2) f(x) и g(x) имеют конечные производные f(x) и g(x) 
хотя бы в открытом промежутке (a,b); 

3) для всех хе (a,b): g(x) #0. 
Тогда между точками аи В обязательно найдется по крайней 

мере одна точка с такая, в которой имеет место равенство 

16) - f@ _ fo 
&(6)-8(а) #“(с)` 

}> Заметим сначала, что g(b) # g(a). Действительно, если пред- 
положить, что #(5) = g(a), то функция g(x) будет удовлетворять 
всем трем условиям теоремы Ролля, и тогда по этой теореме меж- 
ду точками аи р обязательно найдется хотя бы одна точка C такая, 
что будет 2’(с) =0.А это невозможно, ибо по условию 2’(х) +0 
для всех хе (a,b). 

Введем в рассмотрение вспомогательную функцию 

F(x) = f(x) - f(a) -LO@= 7 2 > (a(x) - (0). (+) 
g(b) - 

Замечаем, что: 
1) F(x) определена и непрерывна на замкнутом промежутке 

[a,b], ибо f(x) и g(x) определены и непрерывны на [а,6]; 

2) F(x) имеет конечную производную F(x) = f(x) - f roe -Л © g(x) 

хотя бы в открытом промежутке (a,b), ибо в (a,b) существуют 

конечные производные f(x) и g(x); 

3) Е(6) = F(a) =0 (в этом убеждаемся непосредственной под- 

становкой в выражение (*) для F(x) значений X=5 и х=а). 
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Видим, что функция F(x) удовлетворяет всем трем условиям 
теоремы Ролля. Следовательно, между точками аи b обязательно 
найдется хотя бы одна точка с такая, что будет F’(c) =0 т.е. 

Г oy fib) fla) _ Го 
ва) 8 = Or ASHANUT, “by — g(a) (0) 
Установленная формула называется формулой Коши. 
Замечание 1. В условии 2) теоремы можно допустить, что f(x) 

и g(x) могут принимать в промежутке (a,b) и бесконечные, но 
определенного знака, значения. Только эти бесконечные значения 
они не должны принимать в одной и той же точке. 

Замечание 2. Формула конечных приращений Лагранжа явля- 
ется частным случаем формулы Коши, когда &(х) =х, хе [a,b]. 

Заменание 3. Формула Коши, так же как и формула Лагранжа, 
имеет место не только когдаа <b, но и в случае, когда a>b. 

$ 9. Формула Тейлора 

1. Пусть функция f(x) определена в некоторой окрестности 

и, (а) точки а и имеет там конечные производные до порядка n 

включительно. Значит, сама функция f(x) и ее производные до 

порядка (п -1) включительно непрерывны в и, (а). Утверждаем, что 

при этих условиях для любого x из и, (а) имеет место равенство 

F(x) = ++ Яка 
(n-1) 

Л, - о (x- ay") i ae Sad f" “(0 (x - а)". (1) 

Здесь точка сесть некоторая очка, J лежащая между точкой аи 
ТОЧКОЙ Х. 

» Возьмем в и› (а) любые две точки a и В (a #68) и закре- 

пим их. Введем в рассмотрение число 

+ 

£6) - f(a) - М в-д- LG - д? - 

n-l) 
А вон (2) 
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откуда 

f(a) f"(@) (В) - f(o) - = (B- o) - 5 B- )* - ... - (3) 
(п-1) 

и (p-a)""! - ва)" 0. 
Введем в рассмотрение вспомогательную функцию 

F() = 19-10-70 6-9-8 6-2 -...- 
(n-1) (4) 

- - - о (В-1)”""-в(В-0”. 
Отметим, что: 
1) F(t) определена и непрерывна на промежутке [a,B], ибо на 

этом промежутке определены и непрерывны /(!), f(t), Г”(#), ..., 

fOr. 
2) F(t) имеет конечную производную F(t) в промежутке 

(a, В), ибо 

РО = + 0-ГО в-0+ О в-0- 
LO в _ и? (о ля _ T (В-1) ta +o (В-1) 

f' ) ©) 
" (t) n-| п-| 

“Tap 8-9 +no(B-" , 

а f(t), FD), 5 FEM, f() существуют конечные в (a, 8) по 
условию. Из (5) после сокращения находим 

(л) 
F(t) = Фе -”" + по(в-д"". 

(п-1)! 

3) F(a) = РВ) =0 (F(a) =0 в силу (3); F(B) =0 — это оче- 
видно из (4)). 

Видим, что функция F(t) удовлетворяет всем трем условиям 
теоремы Ролля. По этой теореме между точками a и В обязатель- 
но найдется хотя бы одна точка с такая, что будет: Р”(с) =0 т.е. 

Л (и) (с) п-1 п-[ _ 
“Gop? +no(B-—c)" =0, 

(п) 
откуда w= Le) . 

п} 
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Подставив полученное выражение для в в соотношение (3), 
будем иметь 

f" т 1“) т f(B) — f(a) -——— (B - a) - ^^ (B- о)? - 
6 

_ fa) (В о)" f (с) (В yn =(0 

(n—1)! 1! , 

откуда 

£6) = f(a) + LO @-a)+ ва +... 4 
) (7) 

f(a) 

* (п-1)! 

У нас точки а и В — любые из и, (а). 

(п) 
(@-o)"' +2 а)". 

Положим в (7) a=a, B=x, хеи, (а). Получим 

f(x) = f(a)+ FQ (x a) + + био +4 

(п-1) (п) а _ с у ау, 
"(я 1)! 

где точка с есть некоторая точка, лежащая между точками а их. 4 

Формула (1) называется формулой Тейлора с остаточным членом 

(п) 
в форме Лагранжа. (Остаточным членом называют FN (x —a)"). 

Заметим, что остаточный член в форме Лагранжа напоминает оче- 
редной член формулы Тейлора; только л-я производная вычислена 

не в точке а, а в некоторой промежуточной точке с, лежащей между 

точками аих. 
Замечание. При выводе формулы Тейлора с остаточным чле- 

ном в форме Лагранжа мы предполагали, что функция f(x) имеет 

в промежутке (а-р,а+р) конечные производные до порядка п 
включительно, из этого следовало, что сама функция f(x) и ее 
последовательные производные до порядка (п-1) включительно 

непрерывны в промежутке (а-р,а+р). Что касается f (1) (x) ‚ то ее 

непрерывность не предполагалась. Потребуем теперь дополнительно, 

чтобы f(x) была непрерывной хотя бы в точке а. 
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Так как точка с лежит между точками а их, то C3 a, если 

x а. А тогда, в силу непрерывности /“(х) в точке а, будем 

иметь: /(") (с) + f(a). Следовательно, можем написать /“”) (с) = 
х>а 

= 1" (а) +в, где а —› 0 при x а. А тогда 

(п) (п) 
О-о = LO) (x ay" +—(x-a)" , 

и. и. и. 

где a> 0 при х > а. Заметим, что та)" при х а пред- 

ставляет собой бесконечно малую величину более высокого по- 

рядка по сравнению с бесконечно малой величиной (х-а)", ибо 

a 
al . oO 
lim — = lim — = 0. Поэтому можно написать 
х-а (x—a)" xoa п! 

(x —a)" 

a n n (и а)" =0((х-а)") при x sa. 

Принимая во внимание все сказанное выше, будем иметь 

£00) = f(a) + @ (ха ар +... + 
|! 2! (8) 

п-1 п 

wf @) (x — a)" Lo ’@) (х-а)" +0 ((х-а)"). 
(п-1)! п! 

Формула (8) называется формулой Тейлора с остаточным чле- 
ном в форме Пеано. Формулу (8) называют также локальной фор- 
мулой Тейлора. Эта формула показывает, что, заменив f(x) в окре- 
стности точки а ее многочленом Тейлора 

пока OO (xa)? +... иду", 

мы совершим ошибку, которая при x > а представляет собой бес- 

конечно малую более высокого порядка, чем (х-а)”. 

Заменание 1. В частном случае, когда а = 0, формулы Тейлора 
(1) и (8) называют формулами Маклорена с остаточными членами 
в форме Лагранжа и Пеано соответственно. Это будут следующие 
формулы: 
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f(x) = f00)+ х+ LO 2404 
2! - 

LEP O) pt, LO pn ( 
МСТ +, 

roe ce (0,x); 

f(x) = 0) + A x4 LO + 
-1 LOO) _ £0) x" + x" 

(1-1)! п! 

Замечание 2. Формула Тейлора имеет важные применения во 
многих вопросах математического анализа и его приложений. 
В частности, во многих случаях она позволяет функцию сложной 
природы с большой степенью точности заменить полиномом, т. е. 
функцией более простой; дает простой способ приближенного 
вычисления значений функции. 

Замечание 3. Пусть а = х, х-а=х-х =Ах => X =X + Ax. Фор- 

мула Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа запишется так: 

Хо + Ax) — F(X) = f'(Xp)AX+ = f"(%) (Ax)? + ...+ 

+0(x"). 

(п-1) п- 1 + (п) n ‘GoD! aT (Xo) (A) +f (% + 9Ах) (Ах), 
ИЛИ 

Ло + Ах) — Л) = 41%) + =F df (Xp) + 

а"! (ху + та" f(xy +645), 0<9<1. 
“= 7 

2. Примеры разложения по формуле Тейлора. 

1. f(x) =sinx. Напишем для этой функции формулу Макло- 

рена. Имеем 

f(x) = (sin x) = sin [x+-5), neN> 

=> f'(0) =sin no = 
0, если n= 2k; 

2 (-1)* если п=2 +1, k =0,1,2,.... 
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Согласно формуле (1) , находим 

3 x x? 2п-+1 

sin x = хат + +00" бит toe) при х > 0 

(n=0, 1, 2,...). 

Мы записали здесь остаточный член в виде о(х?"*?), a не 

в виде o(x2"*!), так как следующий за последним выписанным 

слагаемым член формулы Маклорена равен нулю. 
2. f(x) = созх. Напишем для этой функции формулу Макло- 

рена. Имеем 

f(x) = (COs x” = COS (= + "> => 

= f(0) = cos nt = если n=2k +1; 

2 |(-1)‘, если n=2k 

(К =0, 1, 2, ...). Согласно формуле (1) ‚ находим 

2 4 6 2п 

cosx =1- ath ~ att +(- "Sai St (xt при x >0 

(n =0,1, 2,... ). 
3. f(x) = e*. Получим для этой функции формулу Маклорена. 

Имеем 

f™ (x) = (е*)®? =ех = (0) =1, п=0,1,2,.... 

Согласно формуле (1), находим 

2 3 п 

ef altxt a +o $2 +0(x") при x > 0 (9) 

(п=0, 1,2, ...). 
Заменяя в формуле (9) x Ha (-х) , получим 

x? x? 
Slax tot „+ (- |" тои) при х—>0 (10) 

(n=0, 1, 2,... ). 

х _ ›-х х —х 

4. f(x) =shx =< 7 и f(x) =chx =" = . Вычитая из 

формулы (9) соответствующие части формул (10), получаем 
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3 5 2п+1 хх х 
shx=x+—+— (х2"+? 31+ 51 т ) при x50 

(п=0, 1,2, ... ). 
Складывая соответствующие части формул (9) и (10), находим 

x? x4 2n one! 

chx=l+a +7 + +o(x°""") при x 30 (п=0, 1, 2,...). 
21 "2; 1)! 

5. f(x) = (1+х)" (т — любое, вещественное, не равное нулю). 
Получим для этой функции формулу Маклорена. Имеем 

S(x)=(1+x)" = f(0) =1; 

f(x) =та+х)"" => f'0) =m; 

f(x) = m(m-1)(1+x)""? = f£"(0) = mn - 1); 

f(x) = m(m -1)(m - 2)... [т-(п-1)] (14.297 = 

=> f™ (0) =m(m—-1)(m—2)... [т-(п-1}]. 

Согласно формуле (1) , находим 

(l+x)" =1+ 1х + то xe + 

_ mn =I) (m— 2)... [т-(п-1)] 

п! 
x" +0(x") 

при x30 (n=l, 2,... ). 

6. f(x) = (1+ x). Получим для этой функции формулу Мак- 
лорена. Имеем 

f(x) = In (1 +x) = f(0) =0; 

yoy 1 1. 
I(x) = = f"(0) =1; 

РНИИ ПОНИ Шт: 
Л”(х) = (1+ x)? = f"(0) 1; 

f(x) = 1) GoD ы. 5-1. 
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Согласно формуле (1) , находим 
2 3 4 п 

In (lex) =x —-~ ++... + (ryt! + of x") при x0 
2 3 4 n 

(n=1, 2,...). 

3. Вычисление пределов с помощью формулы Тейлора (метод 
выделения главной части функции). 

x? 

~e 2 
Пример 1. Найти lim ны G 

x0 x4 0] 

2 4 2 
_y,7_* ,H*+_ 5 - of — Г. 

№ Имеем созх =1 art gy tote) при х>0;е ++ т+ 

й 3 x? 
+a toe ) при t>0 = при ¢t =—-— находим 

2 

-7- xr | x? т x? e 2 1-5 [5 #0(0°) =1-— + ex +007) при x0. 

А тогда 

х 
cosx-e 2 = хх +0(x5) = 1х4 +0(x5) при x0 

24 8 12 | 
Следовательно, 

x2 
x l 4 5 

im SSX EE = jig ID POO jpg 1D < 
х—0 x4 ~ x90 x4 ~ x90 | - 12 

x: 

Пример 2. Найти lim ̂̀ 1х -@+х)х (9), 
x—0 хз 0 

> Имеем 

е* зтх - (1+х)х = 
2 3 3 

_ хх. 3 _Х_ 4,/ . 4.2 _ = я +51 +0(х [> 31 +0(х ) х-х“ = 

3 3 
= 2,% _% 3) | хх = -[ + ay + Olx ) х-х“ = 

3 3 
_ Хх x 3 _ 1 3 
=a Tay to =x +0(x?) 
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при x > 0. А тогда 

. е’зтх-(+х)х .. 3 
lim = ) = lim 3 г = 
x0 x x0 x 

Пример 3. Найти lim х3? (Vx + l+Vx-1 -2Vx). 
X—+teo 

>» Имеем x"? ( х+1+-/х-1- 2х) = эхх | 

| 
Делаем замену == У => у- +0 ‚ если x > +o. Следовательно, 

1/2 — yil/2 _ 
lim эхх lim (Ue + yy -2 

X—) too x x у—>+0 у 

Имеем 

5 [5-1] 
(14 yy? 1+2 А 12 +0(у2) = 

2 2! 

145-52? +007) при у 0 

2: | 

(I-y)? =1-5у+2 2 dy? poy?) = 1-2-1? +0(у?) при y 30. 

У + -2 = 2? +0097) при у—>0. 
Поэтому 

1 

аа 2, 7-47 tO") | lim 5 = lim 5 =--. 4 
у—>+0 у yor y 4 
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Пример 4. Найти lim ( х6 4x5 — 9х6 — хз ). 
X— +00 

Xx 

| W/6 | 6 
> Имеем /х6 + хз — 9х6 — хз = x [1 -('-] . Делаем 

x 

| 
замену — =у => у-> +0 ‚если х > +0, Следовательно, 

х 

X—+00 x y—+0 y 

Имеем 

5 [5-1] 
(ty) =142y49 > у? +0(у?) при у +0; 

(1- у) =1 Ey \ +o(y?) при y +0; 
2! 

(1+ 9) —-(1-у)® = 59 +09") при y—+0. 

Поэтому 

16 1/6 1 y +0(y?) 
lim (1+ y) —(1- у) — lim 3 -1. 4 

y—+0 y y +0 y 3 

X— +00 

1 
Пример 5. Найти lim (2-2 +=)” 5 

№ Имеем 
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| 
Положим x =y => у=+0, если х > +o, Следовательно, 

1/2 
lim x? pty e*— tet = 

X—>400 х 2x? x® 

у—>+0 у 

Имеем 

Г) уУ_ |2 y y 3) | _ [1+5 le -[1-> => кино = 

2 3 3 
_ yy 2 y 12 13 3) _ РУЗ -У-У Ha tg +5 40) = 

=142 +007) при y—+0. 

(1+ ув)? =145 +09) при y—>+0. 

[ея ани = 

=142y? -140(y") = 55 +007) при у +0. 

Значит, 

| 
[уу Jer — (1+ yi? Proly) | 

lim 3 = lim 5 =—.q 
у—+0 у y +0 y 6 

a _ 0 
Пример 6. Найти lim (а>0) |- |. 

х>0 x? 0 

>» Имеем 

f(x) =a* +a* -2 => f(0)=0; 

Г’(х) = a* Ina-a™ Ina => f(0) = Ina-Ina=0; 

f'(x) =a* (Ina)? +a™* (Ina)? => f"(0) = 2(Ina)?. 
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А тогда 

_ 2 
а +а*-2 = 5 (Ina)? x? +0(х?) при x30. 

Следовательно, | 

‚ а’+а*-2 . х?(та)? +0(x? lim = lim (14) +0 ) — (Ina). < 
x—0 x? х>0 x? 

Пример 7. 
.. . | 

Найти lim | In [1+ . 
Хх x 

}» Имеем [2 In [ | = x? [tin [ +t} Положим | =y> 
x x x x 

= у->›0 если x > © . Следовательно, 

Имеем 

im x?| Ты (1+ 2) = tig 2" (+2). 
X—)oo xX y-0 y 

у? 2 у’ 2 
у- Ш ину -у- [25 +00 2+6 ) при у>0. 

2 2 
А тогда 

2 
у 2 

. y-iIn(i+y) .. tO") | 
lim > = lim 5 =. 
у—>0 у у—>0 у 2 

.. . (1 1 
Пример 8. Найти lim} ——-—— |. 

x0( x sinx 

№» Имеем —- - ae; 
sinx  xsinx 

; x? 4 x? 4 x? 
sinx —x =| x -—+0(x") |-x =-—+0(x") ~-— при x50; 

3! 6 6 

xsinx ~ x? при x30. 
A тогда 

x-0 
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Пример 9. Найти im [х- 4х | 
х0х (|X 

>» Имеем 

-(; (; sn) sinx —xXCOSx 
—|—-ctgx [=—| -—-— = 7 ; 

xl x х|х  sinx x* sinx 

21 

2 
5тх-хсо$х = еее |-[ Free 

xe x? 
о) = +0(х*°) - 52 при х 0; 

x? sinx - хз при х->0. 
Следовательно, 

. sinx—-xcosx . 
lim = 
x0 x? sin x x0 x 

sin (sin x) — x1 — x? 
x 

Пример 10. Найти lim 
х>0 

» Имеем 

3 5 1. 
х+— $1 5; 51 

3 
-[=-5 +—х + a(x) 65-5 +t, + a(x) + 

и 1. 
sin (sin x) = sinx т x+0(x°) = 

6 120 
5 

+50 х-5х +e x +966) +0(x®) > 

= sin Gin) = [5-62 +52 +064) [a 9 x8 + 00 |+ 

3 +35 + 0(x5) хх tox +0(x5) при x30; 
120 3 10 

lf 2 
xf? = x(1-x?)3 =x I-33 +2 5 x4 +0(x°) |= 

\ y 

Вх x? + 0(x®); 
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sin (sin x) — x1 - x? = 19 15 0(х6) ~ 255 при x >0. 
90 90 

A тогда 

19 5 
finn 10 (50 х)- х-х2 _ ‚90—19 ‹ 
x0 x 7 x0 x 7 90 | 

1 —(cos x)%"* 
Пример 11. Найти lim г 

х>0 x 

» Имеем 

(cos x)"* = esinxIncosx =] + sin x-Incos x + 0(x°) 

2 , x 
при x > 0, ибо sinx ~x, In cos x ~ ——- при х 0; 

1 (созх)"* = -sin x-Incosx + 0(x°) ~ -зт х. тсозх при x 50. 

А тогда 

lim |- ee xine _ _sinx: In Cos x 

= lim 

х2 

х>0 

\ 
х. 

= lim й 2. = +1. 
х> x 

4 
\ y, 

Пример 12. Найти lim sh (вх) -х 
x0 x? 

}» Имеем sh (tg x) = texts (tex) +0(x*) при x > 0, ибо tex ~ x 

3 
при x 0. Tak как щх=х+75-+0(5) при x 0, то 

x? | x? 
sh (tg x) =[x+3} +0025} вен +00] + 0(х*) = 

3 
=x¢ 1 

3 6 
+0(x?) Ех +0(х3). 
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Поэтому 

sh (gx) -x= 58 +002) - 5 при x>0. 

A тогда 

sh(tgx)-x _,. 
lim г 
х—>0 x x0 x 

$ 10. Раскрытие неопределенностей 
по правилу Лопиталя 

Под раскрытием неопределенностей понимают вычисление 
пределов функций в некоторых особых, но часто встречающихся 

случаях. 
Пусть, например, речь идет о вычислении 

х 

xa 2(X) 

в случаях, когда f(x) и g(x) при X— а одновременно стремятся 
либо к нулю, либо к бесконечности. Непосредственное примене- 
ние правила вычисления предела дроби здесь невозможно. Фор- 

0 
мальное же применение этого правила приводит к символу 0 

со 

или, соответственно, —. В связи с этим говорят, что отношение 
со 

Lx) g(x) ПРИ X— а в этих случаях представляет собой неопределен- 

ео 0 
ность вида 0 или, соответственно, —. 

ео 

В этом параграфе мы дадим некоторые общие правила для рас- 

со 0 
крытия неопределенностей вида д" = › Носящих общее название 

fee] 

правил Лопиталя. Будут показаны также приемы, позволяющие 

сводить неопределенности вида со — с, 0-00, 0°, oo, 1” к неопре- 

со 0 
деленностям вида |; или —. 

со 
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0 
1. Неопределенность вида 0° 

Теорема 1. Пусть функции f(x) и g(x): 
|) определены в промежутке (a,b) (а— конечное число, a <b); 
2) имеют конечные производные f(x) и 2’(x) в (a,b), причем 

2’(х) *0 для xe (a,b); 

3) lim /(х)=0; lim g(x)=0. 
x-~at0 x—a+0 

Тогда, если существует конечный или бесконечный (опреде- 
ленного знака) предел 

во Го 
х>а+0 2’(х) , 

то к тому же пределу / при х-›а+0 стремится и отношение 

IO) (т.е. tim 709 = tim ©), 
2(x) "ya g(x) ~ х>а+0 2’(х) 

№ Из условия 1) теоремы следует, что функции f(x) и g(x) 
не определены в точке а. Доопределим эти функции в точке а, 
положив f(a)=0, g(a) =0. Возьмем любое x из промежутка (а,5) 
(a<x <b). Ясно, что теперь на промежутке [a,x] функции f(x) и 
g(x) удовлетворяют условиям теоремы Коши. Поэтому для каж- 
дого x из промежутка (a,b) между точками а и хсуществует точка с 
такая, что имеет место равенство 

f(x)- Ла) _ fl) „, fo) _f©) 
g(x)-g(a) =“.  8(<) 5’ 

ибо унас f(a) = g(a) =0. Так как точка слежит между точками аи 
х, то с > а+0, если х>а+0. 

f(x) _ (©) 
g(x) gc) 

В соотношении перейдем к пределу при x > а+0. 

Получим 

m 09 - lim LC) 
кач B(x) xoatd g'(c) | 

По условию т Lc) существует и равен / (/ — конечное 
с—>а+0 gc) 

число или бесконечность определенного знака). Но тогда и 

т I) 1.4 
х—а+0 #(Х) 
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Замечание. В теореме | речь шла о правостороннем пределе 

f(x) 
&(x) 

ные утверждения остаются справедливыми в случаях, когда речь 

f(x) 
&(x) 

отношения В точке а. Отметим, что совершенно аналогич- 

идет о левостороннем или двустороннем пределе отношения 

В точке а. 

x _ x 0 

Пример 1. Найти lim 222 (0 
х>0 X 0 

№ Здесь f(x) =a* —b*; g(x) =x. Ищем предел отношения про- 

Га 

Л’) f(x) ах Ina-b* Inb 
ИЗВОДНЫХ g(x) при x -> 0. Имеем р о = lim ; = 

=Ina-Inb= In. Значит, и lim a” = tim2 =" = nd. < 

x32 х? -3Зх+2 [0 

> Здесь f(x) =In (x? -3); g(x) =x? -3х+2. Ищем предел от- 

Го) при х->2. Имеем нп = 
& (х) x2 g(x) 

2x S (x) _ = lim In (x? - 3) 
= lim— = 4 .Значит, и lim 5 =4.4 
x2 (x* -3)(2х-3) x92 g(x) x92 x? -3х+2 

Заменание. Может случиться, что отношение производных опять 

2 = 

Пример 2. Найти lim In (x" -3) Gi 

ношения производных 

приводит к неопределенности вида [ 

водных можно снова применить установленное правило (если, ко- 
нечно, выполнены условия его применимости), т.е. перейти к OT- 
ношению вторых производных. Если и здесь получается 

0 
неопределенность C ‚ TO переходим к отношению третьих произ- 

} Но к отношению произ- 

водных и т. д. Если на каком-то шаге мы получим предел, который 
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сможем вычислить, то найденное его значение и будет искомым 
пределом отношения функций. 

3 
Пример 3. Найти а [5} 

х> х 

> Здесь f(x)=x-sinx, g(x)=x°. Ищем предел отношения 

f(x) f(x) _ 1-cosx 
g(x) при x > 0. Имеем РС = 

отношение производных при x 0 снова представляет собой 

производных . Видим, что 

0 
неопределенность [5 . Ищем тогда предел отношения вторых 

0 

производных a при x +0. Имеем 
g(x) 

mL) _ их = lim хх _1 

him 2”(х) = him 6x 6х 6 

Значит. и 

lim F(x) пт А-Я 1 < 

x0 g(x) х-> x3 6 

Заменание. Если не существует предел отношения производ- 
ных, то это вовсе не означает, что не существует и предел отноше- 
ния самих функций. 

._] 

(xy 7 X . Это отношение представляет 
2(x sin x 

Например, пусть 

0 
собой при x > 0 неопределенность вида 0: Имеем 

(21 | | | 
, 2x -sin—— x* -—cos— ——cos— Го _ x 5259$, _ 2х9 с05— 

g(x) _ COS X COS Xx 

f(x) Ясно, что шт — 
x0 g(x) 

не существует, так как не существует 

. ] 
Итсо$—. Однако 
x30 x 
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2 ® | 

x* sin — . x)». . x . | 
tim 2 = tim - x = т x-——-sin—|=0, 
x30 g(x) х>0 sinx = x00 sin x x 

ибо lim [хо ‚ а функция sin 1 — ограниченная. 
sin x x 

Teopema 2. Пусть: 

1) функции f(x) и g(x) определены Ha промежутке ($, +); 

2) f(x) и g(x) имеют конечные производные f(x) и g(x) 
на промежутке (Б, +o), причем g(x) > 0 для xe (В, +°); 

3) lim f(x) =0, lim g(x) =0. 
X— +00 X—)+00 

Тогда, если существует конечный или бесконечный (опреде- 
ленного знака) предел 

то к тому же пределу /при Х > += стремится и отношение самих 

im £2) - lim Ло), функций Ix) (т.е. lim 
&(х) х—+ B(X) x94 8'(Х) 

p> Не умаляя общности, можно считать, что b > 0 (если р <0, 

то в качестве нового значения 5 можно взять любое число, напри- 
мер, большее или равное 1; в новом промежутке (Б, +) условия 
теоремы сохраняются). 

Сделаем замену переменной, положив х =. (> t= =). Тогда: 

1) {> +0, если х > +°; 2) функции Q(t) = ИО w(t) = в т 

делены на промежутке [с 5}; 3) Ha промежутке [с 5] существуют 

конечные производные 6,(1) =-Х, Gr >; wi(t)=-g, В] > , 

, | . . — |; 1 — ° причем \,(1)*0 для re(0, ak 4) limo = Jim [т|=0; 
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lim w(t) = lim :(; - 0. Видим, что функции Q(f) и w(t) на про- 
{+0 {+0 i 

межутке (0 5) удовлетворяют условиям теоремы 1. Покажем еще, 

что из существования предела / = lim J (x Е - следует существова- 
Хо 

ние предела lim о и равенство его /. В самом деле, имеем: 

‚(11 ‚(1\ 

LO ВЫ 78 ИР го _ —— = | Ls = lim —\— = lim 
mow (tf) 240 ‚(ТТ 0 (1) xs 2x) 

| el; EJ ft Ve, 

Теперь из теоремы 1, примененной к функциям Q(f) и WL), сле- 

#). o(t) 1 Но Q(t) _ f(x) 
дует, что т 

| 
= ‚ где x= 7: Поэтом 

10 W(t) (о) ( 1 } * g(x)’ у 
f 

m L) = = lim — ott) =[. 4 
re B(x) 155 y(t) 

Замечание. В теореме 2 речь шла о пределе отношения ae “ 

при x — +0. Эта теорема остается верной с соответствующим 

видоизменением и при х — -—<®. 

2. Неопределенность вида —. 
oo 

Лемма. Пусть имеются два числа [и =, причем =>0, и пусть 

имеются две переменные и, и у. Пусть у, — |, а переменная и, 
Nn—joo 

такая, что для всех п, начиная с некоторого места (например, для 

п > М, МЕМ), оказывается 
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м, - <=. (1) 

Тогда существует номер М№такой, что для n> N будет: 

[ми — 1 <5. (2) 

Заметим, что здесь не утверждается, что U,V, 2 / , ибо неравен- 

ство (2) имеет место лишь для нашего определенного числа =, a 

не для всякого €>Q. 

№ По условию у, — 1. Значит, у, =1+0,, где a, —› 0. Имеем 
п Пс 

u,v, = ии (1+0) =u, + ие, = U,V, -L=(u, -—)+u,a, => 

> |u,v,—(s|u,-+|u,0,| > 

=> му, - 4 < = + [ey Otn| если п> М. (3) 

У нас a, 2 0, а м, — ограниченная переменная. Поэтому 

UO, > 0. Значит, любому => 0 (в частности, и нашему =) будет 

отвечать номер М (можно считать М№ > М) такой, что будет 

= 
[мно | < 5, если п> №. Но тогда из неравенства (3) следует, что 

при п> М будет |ину, -[<=. Лемма доказана. 4 
Теорема. Пусть: 
1) функции f(x) и g(x) определены в (a,b) (а — конечное, 

a<b); 
2) f(x) и g(x) имеют конечные производные f(x) и e(x) в 

(a,b), причем g(x) > 0 для xe (a,b); 

3) lim F(x) = ©, lim g(x) = 00, 

x—a+0 х—а+0 

Тогда, если существует конечный или бесконечный (опреде- 
ленного знака) предел 

Г’(х) = lim — , 
x a+0 g (x) 

то к тому же пределу / при x—-a+0 стремится и отношение 

f(x) w JX) _ Л) re) (т.е. lim вх) > Jim, g(x) ) 
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} I. Рассмотрим сначала случай, когда / — конечное число. 

Возьмем последовательность {x,} _. — любую, но такую, что 

x, Е (a,b) и x, а. Теорема (в обсуждаемом случае) будет дока- 

зана, если мы покажем, что соответствующая последовательность 

Их) | 
&(X_) п 

Возьмем = > 0 — любое, сколь угодно малое. По условию 

lim f(x) =]. 
х—а+0 g(x) 

Это означает, что взятому = > 0 отвечает число б > 0 такое, что 

как только хЕ (а, а+5) , так сейчас же 

Г’) Е 
—— <=, 4 
8 (>) 2 @) 

У нас x, > a. Поэтому числу 6>0 (найденному по числу 
П-)со 

=> 0) будет отвечать номер NV, такой, что как только n> М, ‚ так 
сейчас же x, € (а, а+6). Возьмем 

-=— ) >> номера ти м такие, что т> М 
Хи Спт Хт ard и n>WN,. Ясно, что x,, € (а,а+5) 

ИХ, Е (а, а+5). Замечаем, что в про- 
Рис. 4.22 n 

межутке [x,,x,] функции f(x) 
и &(х) удовлетворяют условиям теоремы Коши. По этой теореме 
можем написать 

Q
e
 

S (Xn) — F (Xm) _ Л (ит) 

&(х„) ~ &(хт) 8 (Спит) | 

Здесь точка Chim есть некоторая точка, лежащая между точками 

Xn и хи. Ясно, что точка Си т Е (а, а+9). А тогда, в силу (4), будем 

иметь 

(5) 

fe € 
| - mm) lc (6) 
|8’(Cnm) 2 

Возьмем любое т, удовлетворяющее условию m> N, и закре- 
пим. Обозначим 

Г) _ 
(Cam) (7) 
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(Tak как т закреплено, то закреплена точка X,,. Значит, положение 
точки с„т В промежутке (а, а+5) станет зависеть только от поло- 

жения точки X, в этом промежутке.) Принимая во внимание (7), 
запишем соотношение (5) в виде 

| - ЛО») 
и) = ЛО) _ , > F(X) | Л(х,) _ 

B(Xn)— ви) "о 8) 186) " 
8(х,) 

и, 
8(х,) 

_ 8(%m) 
_ 2) где положено V, = Тон). . Станем неограниченно увеличивать я. 

то 

Ло) 

У нас x, > а. Следовательно, в силу условия 3) теоремы 
N—poo 

&(x,) > oH f(x,) >> o.ATorma 8(%m) > On Их) > 0 (важ- 
n—yoo ПЭ 8 (х„) п Лон) (х„) N—yoo 

но, что 1 закреплено, значит, &(х„) и Л(х„)— определенные чис- 

ла). Следовательно, будем иметь у, > 1 при п > ®. Из неравен- 

5 
ства (6) следует, что lu, — 1 < 5, если п > N,. Видим, таким образом, 

что переменные и, и у, удовлетворяют условиям леммы. А тогда 
по лемме утверждаем, что существует номер NV (М > AN,) такой, 
что при л> № будет 

|миу, -I]<e, т.е. 

Итак, получили: любому, сколь угодно малому > 0 отвечает 

номер такой, что при всех п > № оказывается 

ЛО) _ | 
&(х„) 

Ло) > | и, следовательно, lim f(x) x) _ 
(Хи) ne х>а+0 g(x) 

< &. 

Это означает, что 

221



Il. Рассмотрим теперь случай, когда предел [= сэ. Пусть для 
, x x 

определенности lim L( LO) +... Но тогда lim = ) 0. (Ясно, 
x—a+0 g (x) х>а+0 Г’ (х) 

8 (х) 
О — положительная бесконечно малая величина при 

x а+0.) Видим, что мы пришли к уже рассмотренному выше 

случаю конечного предела. Следовательно, и 

lim 869 <0. 
ко f(x) f(x) 

Атогда lim L(x LX) _ (можно доказать, что Jim L(x) 
х>а+0 2(x) 4+0 a(x) 

= +00 ). < 

Заменание. В доказанной теореме речь шла о пределе отноше- 

f(x) 

g(x) 
ствующими видоизменениями и при x > a-0,xX > + их > -®, 

а также в случае двусторонних пределов. 

НИЯ при x > а+0. Эта теорема остается верной с соответ- 

Пример 1. Найти lim mx (a >0) [=] 
x —+00 xX ove] 

№ Здесь f(x) =Inx; g(x) = хх. Ищем предел отношения про- 

изводных f(x) при x — +00. Имеем 
&(х) 

| 

По) х 1 > m @9 =! tim =0 
g(x) ах  ax® rote (x) ох yA 

f(x) _ — lim Inx 
Значит, и lim —— 

X—>+00 g(x) X—+00 % =0. 4 

Вывод. При x > +e функция f(x) = шх растет медленнее, чем 
любая положительная степень переменной х. 

f(x) 
g(x) 

Заменание. Может оказаться, что отношение производных 

со 

опять приводит к неопределенности вида — . В этом случае к отно- 
ео 
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шению производных можно снова применить установленное пра- 
вило (если, конечно, выполнены условия его применимости), т. е. 
перейти к отношению вторых производных. Если и здесь получа- 

со 

ется неопределенность —, то переходим к отношению третьих 
со 

производных ит. д. Если на каком-то шаге мы получим предел, 

который сможем вычислить, то найденное его значение и будет 

f(x) 
(x) © 

искомым пределом отношения функций 

п co 

Пример 2. Найти lim =, meneNua>l (= 
х—+ < GQ 

№ Здесь f(x) =x", g(x) =a*. Ищем предел отношения произ- 

Л) f(x) nx"! 
; при x > +o. Имеем —— = 

g(x) ПР g(x) а’ша 

f(x) оо 
(x) представляет при х — +< снова неопределенность вида —. 

со 

Поэтому переходим к отысканию предела отношения при x — +00 

вторых производных ит. д. В этом примере на л-м шаге получим 

tim 69 ци и! 
хо g(x) xo a*(Ina)” 

водных . Если п>1, то 

Значит, и 

Вывод. При x > +0 fix) = х",ПЕМ растет медленнее, чем 

показательная функция а” (а>1). 

3. Неопределенности вида 0. со, c—0, (00, соб, |”. 
Отметим, что все эти символы не следует понимать буквально 

— это лишь символическая запись, характеризующая особенности 

0 = 
различных случаев. Все они легко сводятся к случаям —, — . Общих 

ео 

рецептов действий для раскрытия неопределенностей 0-00, <= — с, 
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00, oo, 1° мы здесь устанавливать не будем. Целесообразнее при- 
норавливаться к условиям конкретных примеров, к которым мы и 
перейдем. 

Случай: 0-0. 

Пример 1. Найти Ит(х.шх) (0-5). 
x—+0 

In x > Имеем lim(xInx)= lim S* (=; s(x) =Inx; g(x) =—). 
x 

Ищем предел отношения производных L(x ae : при x > +0. Имеем 

| 
m 1) 7 

iim, 2'(x) = lim =P 1 = Jim х)=0. 
x2 

Вывод: lim (xIn x) =0.4 

Пример 2. Найти lim (1х. Insin x) (0-00). 

. . .. _Insinx . 
№» Имеем lim (tgx-Insin x) = lim ns (—; f(x) =Insinx; 

х>+0 х-> © + ctgx 

Г) 
g(x) =с вх). Ищем предел отношения производных 3x) при 

х > +0. Имеем 

2 х . —COSX-sin Хх _ 
m Lf ) — = lim — lim (cos x. sinx)=0. 

fim, 2 (x) х—+0 sin x х—>+0 

Вывод: tim, (tgx-Insinx)=0. 4 

Пример 3. Найти lim [tg2x-(tgx—ctgx)] (0-0). 
x7 

>» Имеем lim [tg 2x -(tgx —ctgx)] = lim 
xe ху 

tgx-—ctgx (0. о = 

ctg 2x 

=tgx—ctgx; g(x) =ctg2x). Ищем предел отношения производ- 

п 
ных при х > 4. Имеем 
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| | 
, + 

lim L(x) = lim cos? x__sin? x _ 2. 

rok &(X) хп __| -2 
4 2 

п“ 2x 

Вывод: lim [tg2x-(tgx-—ctgx)]=-2. 4 
x74 

Случай: o-oo, 

Пример 4. Найти lim [3-8 x] (co 00 ). 
x0 | x 

a2 v2 лед 
№» Имеем lim [5-е *|- 1 хх cos * Gi 

x0 x? x0 x’ sin? x 0 

sin?x—x?cos?x _ (sinx+xcosx) ($тх-хсозх) 

x? sin? x sin x x? sinx | 

Так как 

. SINX+XCOSX .. 
lim = lim| 1 +——- cosx |=2, 
x—0 зшх х—>0 sin 

. sin? x—x? cos? x ‚ sinx-—xcosx „0 . 
TO lim =2lim (—, f(x) =зтх-хсо5х; 

х>0 x’ sin? x x90  х2зтх 0 

f(x) 
g(x) =x? sinx ). Ищем предел отношения производных <) при 

x 0. Имеем 

. f(x) ,... cosx—-cosx+xsinx о. xsinx 
lim —— = lim - 5 ‚= lim— 5 = 
x30 g(x) х-0 Эхупх+х“ соб х x0 2xsinx +x’ cosx 

| | 
= lim =, 

x—0 3 x 
2+——-cosx 

sinx 

a | 2 2 
Вывод: lim [2 ctg x)= 5 < 

Пример 5. Найти lim (sec x — tg x) (00 — co ). 
ry 
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-sj 0 
№ Имеем lim(sec x — tg x) = lim |-sinx (~; f(x) =1-sinx; 

rok хп COSX 0 
2 2 

g(x) =cosx ). Ищем предел отношения производных me при 

к 
x >. Имсем 

Вывод: lim (sec x — 8х) =0. 4 
5 

со Случаи: 07; 009; | 
0 Неопределенности 00, 0% | 1° приводятся к случаю 0 - < с по- 

МОЩЬЮ логарифмирования. 

Пример 6. Найти lim x" (9°). 
x—+ 

>» Полагаем y=x* => ту=хшх. Имеем lim Iny = lim(x-In x) (0°); 
x2 +0 x) 

lim (xIn x) = lim Inx (=) > lim(xInx)=0 (см. пример 1). Ta- 
х—>+0 х—>+0 I со х—>+0 

х 

6 ji = i =|,т.е. li * =]. ким образом, fim ту 0 => tim y |,T.e jim x 1. < 

Пример 7. Найти lim м ( 00” ). 
хэ+ | “2x +1 

хх 

| 
mx \x | 

Полагаем у=| #——| => Шу=-. „Имеем 
» y Coast 7 х ext | 

| nx Intg——~ oo 
lim Iny= lim —-. Intg = lim 2x +1 (=) 

х— + хо Х 2х+1|1 хх x со 
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lim Iny= Jim, f(x) ‚ где f(x) = шв ———, g(x) =x. Ищем предел 
X—>+00 2( x)’ xt + | 

отношения производных — при х — +00, 
р g(x)» 

lim f(x) = lim | (2х +1) — 2m _ 
x40 @(Х) x40 tg 1X со 2 ПХ (2х+1) 

2х+1 2x + | 
. | 21 , 21 | 

= lim . 5 = lim 5 . = 

х5+ . ОПХ (2x + 1) X—)-+400 (2x + 1) . _ 2пх 
sin —— sin | 7 

2x +1 2x +1 

| 21 | ._ 25(20х+П 2 
= lim 5. = lim >= li ——_ = 
+ (2x41)? тп xt п(2х +1)  х>2х+1 

2х +1 

Таким образом, limIny=0 => lim у=1. Значит, 
Х—+ Х—+ео 

mx \c 
li tg-— | =]. 

x tee ( 5 2х+ | |. < 

tex Veo kr 
Пример 8. Найти im ( С (а= —,А- целое) (1”). 

xa\ tga 2 

tox cig (х-а) x 

» Полагаем [а > Iny=ctg(x-a)-In—— tg 
tga tga’ 

lim In y = limetg (x —a)- In 28 (00-0) > 
х>а х>а tga 

tg x 
n— 

tga (0 
= limIny=lim C |= 

xa xa tg (x —a) 

In ЩЕ -1} 
tga 

-=> = lim пу = lim 
х>а х-а 

tex 

tea | tgx-tga (0 
=> lim In y = lim 22 ~ = —. lim [5] 

х—а хэ@а X-Q tga x-a х-а 0 
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Положим f(x) =tgx-—tga; g(x) =х-а. Следовательно, 

liminy =—~. tim 9 Gi 
xa tga xa g(x) 0 

f(x) 
g(x) 

Г’) .. | ] 
lim = lim 5 = 5 a, 5 

xa B(x) х>с0хх cosa 

Ищем предел отношения производных при x > а. Имеем 

2 
2 — 

а тогда limIny =— ‚ откуда lim y =esin2a, 4 
х>а sin 2a х>а 

$ 11. Признаки постоянства, возрастания 
и убывания функций 

Теорема 1 (признак постоянства функции). Пусть функция f(x) 
определена и непрерывна в некотором промежутке Хи имеет внут- 
ри этого промежутка конечную производную f (x). Для того, что- 
бы f(x) имела в промежутке Х постоянное значение, необходимо 

и достаточно, чтобы во всех точках х, лежащих внутри Х, было: 
f(x) =0. 

» Необходимость. Пусть f(x) =const, xe Х. Тогда для любого 
х, лежащего внутри Х, будет 

f(x) =0. 

Достаточность. Дано: f’(x) = 0 для всех x, лежащих внутри Х. 
Требуется доказать, что f(x) = соп$ё, хе Х. Возьмем в промежут- 
Ke Алюбую точку x, и закрепим ее. Пусть x — любая другая точка 
из промежутка X. 

Замечаем, что в промежутке [ху,х] функция f(x) удовлетво- 
ряет всем условиям теоремы Лагранжа. Но тогда между точками х, 
и хобязательно найдется точка с такая, что будет 

F(x) — Ло) = (©) (х-жм). (1) 
Так как точка с лежит между точками х, и х, то точка с лежит 

внутри промежутка Х. По условию /”’(х) =0 для всех x, лежащих 
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внутри Х. Значит, в частности, /’(с) =0. А тогда из (1) получаем 

f(x) - f(x) =0,т.е. 
f(x) = Л). (2) 

Так как в соотношении (2) точка x — любая из промежутка X, 
то заключаем, что f(x) =const, ХЕХ. 

Следствие. Пусть имеются две функции f(x) и g(x), и пусть: 
1) f(x) и g(x) определены и непрерывны в промежутке Х; 
2) f(x) и g(x) имеют внутри промежутка Х конечные произ- 

водные /’(х) и 2х); 
3) во всех точках х внутри промежутка X: Г’(х) = g(x). 
Тогда во всем промежутке Х функции f(x) и g(x) отличают- 

ся друг от друга на постоянную величину. 
» Введем в рассмотрение функцию ф(х) = f(x) - g(x). Имеем: 
1) w(x) определена и непрерывна в промежутке Х; 
2) Ф(х) имеет внутри Х конечную производную Q(x); 
3) во всех точках х внутри № ф’(х) = /’(х) - g(x) =0. 
Видим, что функция O(X) удовлетворяет всем условиям теоре- 

мы |. Следовательно, ф(х) =const, хе Х ,T.e. f(x) - g(x) =const, 

ХЕХ. 4 
Пример. Пусть имеются две функции ГЛ(х)=агаех и 

g(x) = arcsin ; X = (-5, + ©). Имеем: 
х 

М +x? 

1) f(x) и g(x) определены и непрерывны на промежутке Х; 

2 

V1+x? - х 

=; ylex’ „| ах) = =. = . 
1+x? 5 ) x? 1+ x2 2 

] 
1+х2 

Видим, что f(x) и g’(x) существуют конечные для хе (-©®, + 00) 
и что f(x) = g(x) для всех x (-°°, + ©) .Значит, f(x) и g(x) от- 
личаются друг от друга на всем промежутке (-<®, + сэ) на посто- 
янную величину, т. е. 

arctg x — arcsin = const, ХЕ (-°, + 0). 
x 

V1 +x? 

Для определения значения этой постоянной величины, поло- 

жим в полученном тождестве, например, x =0. Получим const = 0. 
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Следовательно, arctg x — arcsin ~__=0 те arctg x = arcsin = 
М +x? V1 +x 

ХЕХ. 4 
Теорема 2 (признак возрастания и убывания функции в широ- 

ком смысле). Пусть: 
1) функция f(x) определена и непрерывна в промежутке 4; 
2) f(x) имеет внутри промежутка Х конечную или бесконеч- 

ную (определенного знака) производную f(x). 
При этих условиях. 
|. Для того, чтобы f(x) была возрастающей (в широком смыс- 

ле) в промежутке Х, необходимо и достаточно, чтобы для всех х 
внутри Х было: f(x) 20. 

Il. Для того, чтобы f(x) была убывающей (в широком смыс- 
ле) в промежутке Х, необходимо и достаточно, чтобы для всех х 
внутри Х было: f(x) <0. 

№ Докажем утверждение | (утверждение П доказывается ана- 
ЛОГИЧНО). 

Необходимость. Дано: функция f(x) в промежутке X возраста- 
ет (в широком смысле). Требуется доказать, что /’(х)> 0 внутри 
промежутка Х. 

Возьмем внутри промежутка Х любую точку х. Дадим этому х 
приращение Ах — любое, но такое, что Ах #0 иточка x+Axe X. 

Если Ах>0, то x+Ax>xX, а значит, f(x+AXx) 2 f(x), т.е. 

А 
Ay = Л(х+ Ах) - Г(х) 20. Но тогда 20, и, следовательно, 

lim Ay >0,т.е. ff(x) 20. 
Ах>+0 АХ 

Если Ах<0, то х+Ах<х, а значит, f(x+Ax)s f(x), = 

Ay = f(x + Ax) - f(x) < 0. Но тогда 20, и, следовательно, 

tim Ао, те. f(x) 20. 
Ax—>-0 AX 

По условию в точке х существует производная функции f(x) 

в обычном смысле. Следовательно, f(x) = f, (x) (= Г’(х)). Значит, 
Г’(х) > 0. Так как точка хбыла любой, лежащей внутри АХ, то заклю- 
чаем, что f(x) > 0 внутри промежутка Х. 
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Достаточность. Дано: f’(x) > 0 внутри промежутка Х. Требуется 
доказать, что f(x) возрастает (в широком смысле) в промежутке АХ. 

В промежутке Х возьмем две точки х, и х› — любые, но такие, 

что х <х›. Рассмотрим промежуток [x,,x,]. Заметим, что 
[х,х>] с X и что на промежутке [x,,x,] функция f(x) удовлет- 
воряет условиям теоремы Лагранжа. ( f(x) определена и непре- 
рывна на [x,,X,] и имеет в промежутке (X,,X,) конечную или 

бесконечную определенного знака производную f’(x).) По тео- 
реме Лагранжа, имеем /(х›)- f(x,) = Л”(с)(х› -х) ‚ где с — неко- 
торая точка из (х,х>). Так как по условию f(c)20 и так как 

(х› -х,) > 0,то Л(х›) - Л(ж) 20, т.е. f(x) < f(x). 
Итак, для любых двух точек X, и х» из X, из того, что х, <х>, 

следует, что f(x,) < /(х›). Значит, функция f(x) возрастает 
(в широком смысле) в промежутке Х. q 

re 0, ссли xe [-l, 0]; 

Пример 1. x’, если хе [0,1]. 

xe (-1, 0); f’(x) = 2х дляхе (0,1); £0) =0, /1,(0) =0 = f'(0) =0. 
Видим, что f(x) существует, конечная в промежутке (-1, 1) и что 
Г’(х) >0, хе; (I, 1). 

Вывод: функция f(x) в промежутке [-1,1] возрастает (в ши- 
роком смысле). 

Теорема 3 (признак строгого возрастания и строгого убывания 

функции). Пусть: 
1) функция f(x) определена и непрерывна в промежутке Х№; 
2) f(x) имеет внутри промежутка Х конечную или бесконеч- 

ную (определенного знака) производную f(x). 
При этих условиях. 
|1. Для того, чтобы f(x) была строго возрастающей в проме- 

жутке X, необходимо и достаточно выполнение еще следующих 

двух условий: 
а) для всех х внутри Х должно быть /“(х) 20; 
6) внутри Х не существует такого 

интервала (p,q), во всех точках KOTO- ду 

рого f’(x)=0. 14------- 
||. Для того, чтобы f(x) была стро- 

го убывающей в промежутке X, необ- 
ходимо и достаточно выполнение еще 
следующих двух условий: ar 

a) для всех х внутри Хдолжно быть 

f(x) <0; Рис. 4.23 

Имеем /Г’(х)=0 для 

p
s
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6) внутри Х не существует такого интервала (p,q) , во всех точ- 
ках которого f’(x)=0. 

Докажем утверждение | (утверждение П доказывается анало- 
ГИЧНО). 

» Необходимость. Дано: функция f(x) строго возрастающая 
в промежутке Х. Требуется доказать необходимость выполнения 
условий а) и 6). 

Необходимость условия а) показывается так же, как и при до- 

казательстве теоремы 2. Установим необходимость условия 6). 
Предположим, что условие 6) не выполнено. Но тогда внутри 

Х существует промежуток (p,q), во всех точках которого f(x) =0 
и, следовательно, по теореме | будет f(x) =const для хЕ [р,4] ‚т.е. 
f(x) не будет строго возрастающей в промежутке Х (ибо, напри- 

мер, P<4,a f(p) = f(q)). 
Вывод: выполнение условия 6) необходимо для строгого воз- 

растания функции f(x) в промежутке Х. 
Достаточность. Дано: для функции f(x) выполнены условия 

а) и 6). Требуется доказать, что f(x) строго возрастающая в про- 
межутке Х. 

Если выполнено условие a), то по теореме 2 функция f(x) 
возрастает (по крайней мере, в широком смысле) в промежутке Х. 
Надо показать теперь, что выполнение еще и условия 6) обеспе- 
чивает строгое возрастание f(x) в промежутке Х. 

Рассуждаем от противного. Предположим, что несмотря на вы- 
полнение условий а) и 6) в промежутке Х имеются точки X, и х> 
(пусть, для определенности, х, < х. ) такие, что f(x,) = f(x). Возьмем 
любое х, удовлетворяющее условию: х, < х<х.. Так как f(x) по 

условию а) возрастает (по крайней мере, в широком смысле) в про- 
межутке X, то из неравенства х, < х < х› следует неравенство 

Лох) < F(x) < Лоо). (+) 
Так как, по предположению, f(x,) = /(х>) , то из соотношения 

(=) следует, что f(x) = соп${ для всех хе [x,,x,]. Но тогда, по тео- 
реме 1, /’(х) =0, для всех хе (x,,x,). У Hac, по условию, внутри 
промежутка Х не может существовать интервала (x), XxX), во всех 
точках которого f(x) = 0. Следовательно, получили противоречие. 
Значит, предположение, что f(x,) = f(x.) неверно. Отсюда заклю- 
чаем, что должно быть /(х,) < f(x). 4 

Пример. Пусть Г(х)= (х-5)3, хе (-с, +0). Имеем f ‘(x)= 

^ 3(х-5) 
ДЛЯ ХЕ (-5°, 5) U (5, +0) и (5) = +. Видим, что 
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Г’(х) существует конечная или бесконечная (определенного зна- 
ка) для ХЕ (-<°, +00) и что Г’(х)>0, хЕ (-5=, + 0). (Г’(х) не об- 
ращается в нуль ни в одной точке промежутка (—o°, +o) .) 

Вывод: функция f(x) строго возрастает в промежутке 
(—co, +00) (рис. 4.24). 

yl 

Puc. 4.24 Puc. 4.25 

Замечание. He следует думать, что при строгом возраста- 
нии (или строгом убывании) функции f(x) в промежутке Х 
будет обязательно f(x)>0 (или f(x)<0) во всех точках 
внутри промежутка Х. Например, функция у = ХЗ, ХЕ (—00, + 00) 
(рис. 4.25) строго возрастает на всем бесконечном промежутке 
(—co, +00), и тем не менее у’=3х? обращается в нуль при x=0. 

Ay 

y=x-sinx 

; 
y=x fe, 

Г | 

Г [ 

ВОИ 
К 

! | | i] 

—~4xn -3n -жт -2% ' a ! ' x 

tt к 2n 3n 4n 
[ 1 у | 
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Puc. 4.26 
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И для строго возрастающих, и для строго убывающих функций 
f(x) производная f(x) в отдельных точках может обращаться 
в нуль (но именно в отдельных точках, не заполняющих никакого, 
хотя бы и малого промежутка). 

Пример. Пусть f(x) =x-sinx, хе (-°°, +0). Имеем /’(x) = 
=1-с0$х => f(x) > 0, для всех хе (-о°, +0), причем f(x) обра- 
щается в нульлишь при х=2кл (А =0, +1, =2,... ), т.е. в точках, 

не заполняющих сплошь никакого промежутка. 

Вывод: функция Л(х)=х-япх строго возрастающая в про- 
межутке (-со, + со) (рис. 4.26). 

$ 12. Теория экстремальных значений функции 

1. Определение. Пусть функция y= f(x) определена в некото- 
ром промежутке Х и пусть точка х, есть внутренняя точка проме- 
жутка Х. 

I. Если существует § -окрестность из (ж) точки х, такая, что 
и5 (Хо) < Х и что для всех хе и, (ху) оказывается 

f(x) < Ло), 
то говорят, что функция f(x) имеет в точке xX, максимум. Если при 

этом для всех хе 4, (ху) оказывается 

I(x) < Л), 
то говорят, что функция f(x) имеет в точке X, строгий максимум. 

I]. Если существует § -окрестность из(ху) точки х, такая, что 

и5 (хо) СХ и что для всех хе и; (ху) оказывается 

f(x) > F(X) ’ 

то говорят, что функция f(x) имеет в точке x, минимум. Если при 

этом для всех хе &5(ж) оказывается 

I(x) > I (Xp) 9 

то говорят, что функция /(х) имеет в точке X, строгий минимум. 
Из этих определений следует, что понятия “максимум” и “ми- 

нимум” имеют локальный характер. У функции y=/(x) в проме- 
жутке Х может быть несколько максимумов и минимумов. 

На рис. 4.27 изображен график функции, имеющей два макси- 
мума и два минимума. 

Не следует поэтому путать понятия максимума и минимума 
функции f(x) с понятиями наибольшего и наименьшего значе- 
ния этой функции на всем промежутке Х. 
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Если высказанные выше оп- hy 
ределения применить к точке, AB- 
ляющейся концом промежутка Х, 
то мы придем к понятиям крае- 

14
 
-
_
т
а
х
_
_
_
_
_
 

i] 

t t 
t | 

t t 

вого максимума и краевого мини- 
1 *! om к мума функции f(x). Функция f(x), ад a! . 

график которой изображен Ha iy Е 1+ 
рис. 4.27, имеет в точке а краевой а b 
минимум, а в точке р — краевой Рис. 4.27 
максимум. 

С точки зрения теории вопроса, случай максимума или мини- 
мума функции во внутренней точке промежутка Х существенно 
отличен от случая краевого максимума или минимума. Поэтому 
эти случаи мы строго различаем. Всюду в дальнейшем мы будем 
заниматься лишь некраевыми максимумами и минимумами. Дело 
в том, что наша конечная цель — это отыскание наибольшего и 
наименьшего значений функции в промежутке, а эта задача для 
своего решения не требует специального изучения случая краево- 
го максимума или минимума. 

Вместо отдельных наименований “максимум” и “минимум” 
употребляют объединяющее их наименование — “экстремум”. 

Теорема 1. Пусть функция у = f(x) определена в промежутке Х 
и во внутренней точке х Е Х имеет экстремум. Тогда, если у фун- 
кции f(x) в точке х, существует конечная производная f(xy), то 
обязательно f(x) =0. 

№» Пусть для определенности функция f(x) имеет в точке х, 
максимум. Но тогда существует § -окрестность из (ху) точки X, та- 
кая, что из(х) < X и для всех хе и5(ж): 

f(x) < Л). (1) 
Дадим x, приращение Ах — любое, но такое, что Ax #0 иточ- 

ка Xp +Ахе и (жж). В силу соотношения (1) ясно, что 

Ay = f(x + Ах) - /(ж) $0. 

Если Ax <0,TO AY 50 = lim AV > 0. Te. 
Ах Ах—>-0 AX 

Л0%)>0. (+) 

Если Ах> 0, то АУ <0 > lim АУ со, т.е. 
Ах Ах>+0 AX 

Л(ж) < 0. (**) 
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По условию функция f(x) в точке xX, имеет конечную произ- 
водную f'(x)). Но тогда должно быть: Х”(ху) = Ли(хо) = Л’). 
Совместное же осуществление соотношений (*) и (**) возможно 
лишьтогда, когда /”(х)=0. 

Случай, когда функция f(x) имеет в точке xX, минимум, рас- 
сматривается совершенно аналогично. «4 

Из теоремы | вытекает важное следствие: точки, в которых 

функция имеет экстремум, следует искать среди точек, в которых 

либо /’х)=0, либо f(x) =, либо f(x) не существует. Все эти 

три случая реализуются для функций: 1) у=х?, 2) y= x73, 3) у=|х| 

(см. рис. 4.28, 4.29, 4.30). 

УА A 
7 у=Ы 

2 

| | ! ! ! ! 
i ‚д _4 ; = i ae 
| 1 | | 1 -f 1 

J'(0)=0 ['(0)=-=; [1(0)=+®  ['(0)=-1 £/(0)=1 

Рис. 4.28 Рис. 4.29 Рис. 4.30 

Каждая из этих трех функций вточке х = 0 имеет минимум. Те 
точки, в которых f(x) =0, атакже те точки, в которых производ- 

ная f(x) бесконечна или не существует, но сама функция f(x) 
непрерывна, называются критическими точками функции f(x). (Те 
точки, в которых f(x) = 0 , будем называть подозрительными на глад- 
кий экстремум, а точки, в которых f(x) бесконечна или не Cy- 

ществует, — подозрительными на острый экстремум.) 
Отметим, что не в каждой критической точке функция f(x) 

обязательно имеет экстремум. Так, например, точка х = 0 является 

критической для каждой из функций: 1) у=хЗ, 2) у=х!, 

3) у=х+ sh. Однако ни одна из этих функций в точке x =0 не 

имеет экстремума (см. рис. 4.31, 4.32, 4.33). 

Следовательно, для решения задачи нахождения экстремумов 
функции f(x) требуется найти признаки, которые позволяли бы 
судить, имеется ли в данной критической точке экстремум функ- 
ции или нет; а если имеется, то максимум это или минимум. 
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—| -l x -!l x 

! | И 
| LY f(0)=+@, F-0)= 3 

POyr0 fi(0)=+00 Е +N TT 1+(0)=5 

Рис. 4.31 Рис. 4.32 Рис. 4.33 

Теорема 2. Пусть функция y=/f(x) определена и непрерывна 

в промежутке Х. Пусть точка х, — внутренняя точка промежутка X. 

Пусть точка х, — критическая точка функции f(x). Пусть в некото- 

рой проколотой § -окрестности й5(х) точки X, функция (х) имеет 

конечную производную f(x), причем f(x) сохраняет знак как 

в 15 (х) , так и в из (хо) (в каждой полуокрестности f(x) coxpa- 

няет свой знак). Тогда: 

Il) если для хе Us (Xo) = (Xp -5, хо) f(x) > 0, адля хе из (ж) = 

= (Xo, % +9) f(x) < 0, т. е. если при переходе через точку xX, произ- 

водная f(x) меняет знак с “+” на “—”, то функция f(x) имеет 

в точке xX, строгий максимум; 

2) если для хе 15 (хо) = (х -6,%) Л’(х) < 0, адля хе UZ (ж) = 

= (х,х +5) f(x) > 0, т. е. если при переходе через точку x, произ- 

водная f(x) меняет знак с “—” на “+”, то функция f(x) имеет 

в точке х, строгий минимум; 

3) если при переходе через точку x, производная f(x) знака 

не меняет, т.е. либо Г’(х)<0 как для хе и; (ж), так и для 

хе И (хо), либо f(x) > 0 как для хе и (ху) ‚ так и для хе и (ж), 

то функция f(x) в точке xX, не имеет экстремума. 

>» Возьмем в #5(х) любую точку x. Заметим, что: 1) функция 

©) определена и непрерывна в замкнутом промежутке [Xp, x]; 

2) f(x) имеет конечную производную f(x) в промежутке (ху,х). 

Видим, что выполнены условия теоремы Лагранжа. Поэтому имеем 

F(x) — f(%) = Л(с)(х-ж). (+) 
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7 

Puc. 4.34 Puc. 4.35 

Рассмотрим случай 1): f’(x)>0 для хе и5(х), f(x) <0 ana 

хе Us (х). Имеем: если хе Us (Xp), то и точка се Us (хо). Значит, 

f'(c) > 0. Так как хе us (Xp), TO х-х <0. А тогда из соотношения 

(*) следует, что Л(х)- Л(х) < 0,т.е. f(x) < f(x) для хе (м). 

Имеем, далее, если хе Us (№), то и точка се из (хо ).Значит, f’(c) <0. 

Так как хе и; (ж), то X-X >0. А тогда из соотношения (*) сле- 

дует, что f(x) — f(%) < 0,т.е. f(x) < Л(х) для хе и (XQ). Получи- 

ли, таким образом, что f(x) < (ху) для всех хе и;(ж). А это озна- 

чает, что функция f(x) имеет в точке X, строгий максимум. 

Рассмотрим случай 2): Г’(х) <0 для хе us(x%), f(x) >0 для 

ХЕ Us (ж). Имеем: если хе м (ж), то и точка се Us (ху). Значит, 

f'(c) < 0. Tak как хе и5(х),то X-—X <0. А тогда из соотношения 

(*) следует, что Л(х)- Л(х) > 0,т.е. f(x) > Л(ж) для хе Us (ж). 

Имеем, далее, если хе us (Xp), TOW точка се us (ху).Значит, /”(с) > 0. 

Так как x € и; (м), то х-ж >0. А тогда из соотношения (*) сле- 

дует, что f(x) -— f(%) > 0 ‚т.е. f(x) > /(%) для хе из (ху). Получи- 

ли, таким образом, что f(x) > Л (хо) для всех хе (ху). А это озна- 

чает, что функция f(x) имеет в точке х, строгий минимум. 

Рассмотрим случай 3): при переходе через точку x, производная 

Г’(х) не меняет знак; пусть для определенности: /”(х)<0 для 

ХЕ Us(X%) и f(x) < 0 для хе и; (ж). Имеем: если хе us (xp), тои 

точка се U5 (Xp). Значит, /’(с) < 0.Так как хе 15 (хо), то х-ж <0. 

А тогда из соотношения (*) следует, что f(x)— f(X%)>0, т.е. 

I(x) > Л(%) для хе и (Xp). Значит, в точке х, у функции f(x) нет 

максимума. Имеем, далее, если хе из (ху), то и точка се из (ху). Зна- 

чит, /’(с) < 0. Так как хе us (№), то х-ху > 0. А тогда из соотноше- 

ния (*) следует, что f(x) — Л(ж) < 0,т.е. f(x) < f(x) для хе из (ж). 
Это означает, что у функции f(x) в точке х, нет минимума. 
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Общий вывод: у функции f(x) в точке X, нет экстремума. Совер- 
шенно аналогично можно убедиться, что у функции f(x) в точке х, 

нет экстремума, если /’(х)>0 как для хе и (х), так и для 

хе и (№). 4 
Заменание 1. Теорема 2 позволяет полностью решить вопрос 

об отыскании экстремумов функции f(x), удовлетворяющей сле- 

дующим условиям: 
1) f(x) определена и непрерывна на промежутке Х = (a,b); 
2) f(x) имеет в (а,6) конечное число критических точек 

х,, Xo, ...,Х„ (считаем, что а<х, <х. <<... < xX, <5); 
3) в каждом из промежутков: (а,х,), (х,х2), ..., (X,,5) сущест- 

вует конечная непрерывная производная /“(х). 
Практически исследование функции на экстремум происхо- 

дит следующим образом. 
1) Находят все критические точки функции f(x) и располага- 

ют их в порядке возрастания. 
2) Каждое критическое значение аргумента испытывают на из- 

менение знака производной f(x). Для этого берут два значе- 
ния аргумента x, и х,, (xX, меньше, а х,. больше исследуемого 
критического значения аргумента). При этом должно быть соблю- 
дено условие, чтобы `х, и х,. были ближе к исследуемому крити- 
ческому значению аргумента, чем ближайшие критические точки. 
Затем определяют знаки чисел f’'(x,) и Г’(х..). Могут реализо- 
ваться следующие случаи: 

ЛС.) Л(х..) 
+ — тах 
— + min 
+ + нет экстремума 

— — нет экстремума 

Пример. Исследовать на экстремум функцию у = (х- 5) x’, 

> Функция y= (x —5)¥ x? определена и непрерывна Ha про- 

межутке (-со, + со). Имеем 

у 21 5-2) у’ = /х? +(х-5) - ХЗ ~~ 3х3 

Точки х =0 и x, =2 — критические точки функции 

у = (x —5)¥ x? . Точка x, = 0 — подозрительна Ha острый экстре- 

MYM, а точка х› = 2 — подозрительна на гладкий экстремум. 
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Испытываем точку x, =0. Пусть х, =-1, x, =. Имеем 

Г’(х.) = Г’(-!) =5>0; f(x.) = Га) =-5< 0. Вывод: в точке 

х =0 функция f(x) имеет строгий максимум (острый) 

Утах = 1 (0) =0. 

Испытываем точку xX, =2. Пусть x,=1, x, =8. Имеем 

f'(%) =f) = -3 <0; f’(x,.) = £’(8) =5>0. Вывод: вточке x, =2 

функция f(x) имеет строгий минимум (гладкий). уши = У(2) = —33/4 . 

Имеем 

lim y= lim (х- 5)/Х2 =-00; lim y= 
х—-— х—-— X— +00 

= lim (x —5)Yx? = tee, 
X—)+00 

На рис. 4.36 представлена схема графика функции у = (х- 5х2 . 

Замечание 2. Изложенный выше способ позволяет исследовать 
на экстремум и функции, имеющие в промежутке (a,b) конечное 

число разрывов, при условии, что в каждом промежутке между 

соседними точками разрывов функции f(x) , выполнены условия 

1), 2), 3) замечания |. 
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2 

Пример. Исследовать на экстремум функцию у = =. 

№» Область существования функции: (—c, 1) U (1, + ®°). 

2 2 

en = ==> OO —————= = +00 1 
х>1-0х —| ° x714+0 x —] 

Точка x = 1 — точка разрыва второго рода. Имеем 

,_ 2х(х-1)-х? _ x? -2x _ х(х-2) 

(x-1)* (х-0 (x= 1) 
Видим, что у’=0 вточках x, =0 их) =2. Во всех остальных 

точках области существования функции производная у’ существует 
конечная. В каждом из промежутков (-оо, [) и (1, + °°) выполнены 
условия 1), 2), 3) замечания 1. Точки x, =0 и x, = 2 подозритель- 
ны на гладкий экстремум. 

Испытываем точку x, =0. Пусть x, =-1, x,, == (важно, что 

>
|
 —
 

х.. <1). Имеем Го) = Ле =1>0; Fda Г (5-30. 

Вывод: в точке x, =0 функция f(x) имеет строгий максимум 

Утах = У(0) =0. 

yA 

| 
51 | 
at | 

|! 3t | 

| 

21 | ! 
| 

(+ | 

7 —2 —1 | ) . x 
_ x _ + + + $ >> 

yar хЕ(-э,1) 2 3 4 

-Н || 
| 

Puc. 4.37 
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3 
Испытываем точку x, =2. Пусть x, = 5 (важно, что x, > 1); 

X,, =3. Имеем f’(x,) -/(5]- <0; f'n) = => 0. Вы- 

в0д: в точке х› =2 функция f(x) имеет строгий минимум 

Уши = (2) =4. 
Имеем 

2 

Ha рис. 4.37 представлена схема графика функции у = т 

2. Исследование стационарных критических точек функции 
с помощью второй производной. 

Определение. Пусть функция f(x) определена на промежутке 
(a,b) и точка X, является внутренней точкой этого промежутка. 
Точка х, называется стационарной критической точкой функции 

f(x), если Л’(ж)=0. 
Лемма. Пусть функция f(x) определена на промежутке (a,b) 

всюду, за исключением, быть может, точки х,. Пусть существует ко- 
нечный, отличный от нуля, предел 

А = fim Ло) #0, A #0). 

Тогда существует проколотая § -окрестность Us(X)) точки X, 
о о 

такая, что и5(х) с (a,b) и f(x) #0 для всех хе и;(ж), причем 

значения f(x) в #;(%) имеют знак числа А. 

№ По условию A #0. Пусть для определенности A > 0. Так как 

А = lim f(x), то любому => 0 (в частности, = = “ > 0) отвечает 
X—-Xq 

число б >0 такое, что для всех хе #5 (ху) будет 

A 
f(x) — Al < 5 

(считаем число § > 0 столь малым, что #5 (ху) < (а,6)). Следователь- 

но, для всех хе #(х) будет -4 <f(x)-A< 5. = > Де < =A . 

В частности, f(x) > “ (> 0) ‚если хе s(x). 4 
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Теорема 3. Пусть функция f(x) определена и непрерывна 
в промежутке (a,b). Пусть точка ху е (а,6) и является стационар- 

ной критической для f(x). Пусть f(x) имеет в точке X, конечную, 
отличную от нуля, вторую производную Х“”(хо) (тем самым пред- 
полагается, что f(x) имеет конечную первую производную /”’(х) 

не только в точке х, но и в некоторой 5, -окрестности 4 (Xp) 
точки х,). Тогда: 

Г) если Л”(х)> 0, то функция f(x) имеет в точке x, строгий 
минимум; 

2) если f"(xX9) <0, то функция f(x) имеет в точке xX, строгий 
максимум. 

> Докажем утверждение |). Утверждение 2) доказывается ана- 
логично. Итак, дано: /”(хо) > 0. Требуется доказать, что f(x) имеет 
в точке х, строгий минимум. Имеем, по определению, 

, / 

f'"(%) = lim f(x) - Л) = lim 

х—хо Хх - Xo Хх Х— Xo 

(ибо f(x) = 0). По условию f"(x)) >0,T.e. lim Le) >0. Ho toraa, 
xX) X — Xp 

по лемме, существует #(хо) (можно считать, что из(ху) с Us, (Хо) ) 

такая, что будет 

F(x) () > 0 для всех хе и5(хо). (*) 
х-х9 

Возьмем любое хе и5(х). Но тогда х-ху < 0 и, следователь- 

но, из соотношения (*) следует, что Г”(х)<0. 

Возьмем любое хе и; (х). Нотогда х-ху > 0 и, следователь- 

но, из соотношения (*) следует, что f’(x)>0. 

Таким образом, получили: f(x) < 0 для хе 15 (ху) и f(x) >0 

ДЛЯ ХЕ из (х) ‚ Т.е. что при переходе через точку xX, производная 

Г’(х) меняет знак с “—” на “+”. Это означает, что функция f(x) 

в точке х, имеет строгий минимум. q 
Замечание. Если f'(x)=0 и ГЛ”(х)=0, то на вопрос: имеет 

f(x) в точке X, экстремум или нет, теорема 3 ответа не дает. Заме- 
тим, что при выполнении условий: /’(ж)=0, Г”(ж) =0 возмож- 
ны случаи наличия экстремума у функции f(x) в точке xX, и слу- 
чаи его отсутствия. 
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Рис. 4.38 Рис. 4.39 

Действительно, для функции у= x? в точке x =0 обращаются 
в нуль у’=3х? и y”=6x. Функция у =x? вточке x = 0 экстрему- 
ма не имеет. 

Для функции y =x" вточке х = 0 обращаются в нуль у’ = 4х? 
и у’=12х2. Функция y=x* вточке x =0 имеет минимум. 

Рассмотрим пример на применение теоремы 3. 

Пример. Исследовать на экстремум функцию f(x) = Sin x + COSx 
в промежутке [0, 27]. 

4 

>» Имеем f(x) = созх-5тх. f(x) = 0 вточках x, д’ x) =n. 

В остальных точках промежутка (0, 27) Г’(х) существует конечная, 

отличная от нуля. Точки x, = их, = on — стационарные крити- 

ческие точки функции f(x). Имеем Г”(х) =-5тх-созх => 

(+ |--8 <0; (+)? >0. 

Вывод: функция f(x) =зтх+со5х вточке x, = 4 имеет стро- 

.. S51 .. 
гий максимум, а в точке x, = 7 — строгий минимум. 

$ 13. Характер выпуклости кривой. Точки перегиба 

1. Пусть кривая (L) является графиком функции y= f(x), 

ХЕ (а, b) . Пусть точка x, — внутренняя точка промежутка (а,5) ‚т.е. 
Хо € (а,6). Пусть функция f(x) имеет в точке х, конечную произ- 
водную /’(ж), а значит, кривая (2) имеет в точке Мо (хо, f(%)) 
касательную (А), не параллельную оси Оу. 
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Определение 1. Если существует § -окрестность и;(ж) точки X, 

такая, что из(ху)с (a,b) и для всех хе и5(х) оказывается, что 

точки М (x, f(x)) кривой (L) лежат выше касательной (К) к кри- 
вой (L) в точке Мо (ж, Л(ж)), то говорят, что (L) в точке Мо 
направлена выпуклостью вниз (см. рис. 4.40). 

Определение 2. Если существует § -окрестность из(ху) точки X, 

такая, что из(ху) < (a,b) и для всех хе и5(ж) оказывается, что точ- 

ки М (x, f(x)) кривой (L) лежат ниже касательной (К) к кривой 

([) в точке Мо (ж, Л (х)), то говорят, что (L) в точке Му на- 

правлена выпуклостью вверх (см. рис. 4.41). 

м (L) Ay (K) 

М К ; 

Puc. 4.40 Рис. 4.41 

Теорема 1. Пусть (L) есть график функции y = f(x), хе (a,b). 
Пусть точка x, — внутренняя точка промежутка (а, 65) ‚т.е. ху Е (a,b). 

Пусть функция f(x) в точке x, имеет конечную вторую произ- 
водную f"(X)) (тем самым предполагается, что f(x) имеет ко- 
нечную первую производную f(x) в некоторой 8, -окрестности 
из (хо) точки X,). Тогда: 

1) если f"(x%))>0, то (2) в точке Мо (х,/Л(%)) направлена 
выпуклостью вниз; 

2) если /“”(х)<0, то (L) в точке Му (ж, Л(ж)) направлена 
выпуклостью вверх. 

№ Докажем утверждение |). Утверждение 2) доказывается ана- 
логично. 

tf 4 

. x)— f(x 
По условию f"(x9) > 0. Это означает, что lim L(x) - о) >0. 

X—XH Хх - № 

Следовательно, существует 6-окрестность и;(х›) такая, что 

и5(%0) C Us, (№) и для всех хе и5(х) будет 
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ТО - fo) 5 9. (+) 

xXx- Xo 

Из соотношения (*) следует, что 

ПЛ(х)- f'(%) < 0, если хе (ж); 

2)f'(x) — f'(%) >0, если хеи(м). (I) 

Напишем уравнение касательной (К) к кривой (L) в точке 

Мо (ж, Л(ж)): 

У- F(X) = Л(ж)(х-жм). (2) 

Станем сравнивать ординаты точек, лежащих на (L) и на (К), 

при одном и том жех из и5(х) ‚ т.е. рассмотрим разность Укр — Укас. 

Будем иметь 

Укр — Укае = L(x) - Л) - Л) (х-ж), хе иё (м). = (3) 
По теореме Лагранжа /(х)- Л(ж) = /’(с)(х-ж) , где точка с — 

некоторая точка, лежащая между точками х, их. А тогда из (3) 

Укр — Укас = (X — Xo) (Л(с) Л (ж№)) (4) 

Возьмем любое x из и; (хо). Тогда точка се U5 (хо) и, следова- 

тельно, /”(с)- Л”(хо) < 0 (см. соотношения (1)). Кроме того, в этом 

случае х-х <0. А тогда из соотношения (4) заключаем, что 

Укр — Укас > 0 ‚т.е. Укр > Укас, ДЛЯ хе Us (ж). (5) 

Возьмем теперь любое хиз U5 (хо). Тогдаточка се ug (ху) и, следо- 
вательно, /’(с)- Л”’(хо) >0 (см. соотношения (1)). Кроме того, 
в этом случае х-—ху > 0. Атогда из соотношения (4) заключаем, что 

Укр — Укас > 0 т.е. Укр > Укас, ДЛЯ ХЕ и; (№). (6) 

Из соотношений (5) и (6) следует, что 

Укр — Укас > 0 › для любого хе Из(хо), 

т.е. что точки М (х, f(x)) кривой (L) лежат выше касательной 

(Юк (L) вточке My (хо, Л(ж)) для всех хе и(ж). Значит, кри- 

вая ([) в точке М, направлена выпуклостью вниз. 4 

2°. Точки перегиба. Пусть (L) есть график функции y= f(x), 

x € (a, 5) . Пусть точка x, — внутренняя точка промежутка (а,5) ‚т.е. 
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Ху Е (a,b). Пусть кривая (L) имеет в точке Му (Xp, /(ж)) касатель- 
ную (К), не параллельную оси Оу. 

Определение. Если существует § -окрестность из(ху) точки X, 

такая, что Us(X)) < (a,b) и оказывается, что: для всех хе Us (Xp) 
точки М (x, f(x)) кривой (L) лежат по одну сторону от касатель- 

ной (К) к кривой (2) в точке Мо (Xp, Л(%)) , а для всех хе и (№) 

точки М (x, f(x)) кривой (L) лежат по другую сторону от каса- 

тельной (К) к кривой ([) в точке Му (ж, f(x%)), то точка 

Мо (ю, Л(х%)) называется точкой перегиба кривой (L) (рис. 4.42). 

Ay i) Ay (L) 

Mo с M (K 

ie = 
Puc. 4.42 

Из теоремы, доказанной выше, следует, что точки перегиба кри- 

вой (L) следует искать среди точек, в которых либо f(x) = 0, либо 
f(x) = ®, либо f(x) не существует. Следует заметить, что не в 
каждой точке, в которой имеет место одно из этих трех соотноше- 

ний, кривая (L) имеет перегиб. Так, например, для функции у = x, 
имеем у”(0) =0. Однако точка Му (0, 0) не является точкой переги- 
ба графика (2) этой функции, ибо все точки кривой (2) лежат 
выше касательной (К) к этой кривой вточке Мь(0, 0) (см. рис. 4.43). 

Точки, в которых либо /[“”(х) = 0, либо 
f(x) не существует, либо f(x) = ©, бу- | 
дем называть точками, подозрительными 
на перегиб. ] 

Теорема 2. Пусть ([) есть график TTT 
функции y= f(x), xe (a,b). Пусть точка 
Ху Е (a,b) и пусть кривая (L) имеет 
в точке Mo (хо, /(х)) касательную (А), 
не параллельную оси Оу. Пусть точка 
Мо (Xo, f(Xo)) является подозрительной Рис. 4.43 
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на перегиб. Пусть имеется 6 -окрестность и;(ху) точки ху такая, 

что и5(х) с (a,b) и для любого хе иё(ху) существует конечная 

f"(x), причем f(x) сохраняет знак как в Us (Xo), так и в из (Xp) 

(в каждой полуокрестности Х“”(х) сохраняет свой знак). Тогда: 

1) если при переходе через точку xX, вторая производная /“(х) 

меняет знак, то кривая (L) в точке Мо (ж, Л(х)) имеет перегиб; 

2) если при переходе через точку x, вторая производная f(x) не 

меняет знак, то у кривой (L) в точке Му (хо, /(хо)) перегиба нет. 

№ Напишем уравнение касательной (К) к кривой (L) в точке 

Мо (хо, Л(ж)): 

У- F(X) = Л’) (х-ж). 

Возьмем затем любую точку хе и5 (ху) и сравним при этом х ор- 

динаты точек, лежащих на (L) и на (К). Для этого рассмотрим 

разность Укр — Укас. Имеем 

Укр — Укас = f(x) - Лоу) - Л’) (х-ж). 

По теореме Лагранжа Х(х)- f(x) = Л”(<)(х-ж), где точка c— 

некоторая точка, лежащая между точками x, их (см. рис. 4.44). Сле- 
довательно, 

Укр — Укас = (S(c) - Л(ж)) (х-ж). (7) 

Cc Cc ЕН чо 
Xy-5 *© № ху+б хо-б X СХ х+б 

Рис. 4.44 

Из условия теоремы следует, что f(x) определена и непрерывна в 
промежутке [с,х] и что /”(х) = (/”(х)) существует конечная, по 
крайней мере, в промежутке (с, х). Видим, что функция f(x) удов- 
летворяет условиям теоремы Лагранжа в промежутке [c, x9]. Сле- 
довательно, f(c)— f(x) = f'(€)(c -ж), где с — некоторая точка, 
лежащая между точками си Xp. 

Теперь вместо (7) можем написать 

Укр — Укас = f"(C)(c -ж)(х-ж). (8) 

Заметим, что если хе 15 (ху), тои CE 15 (Xp); если хе $ (Xp), то 

И СЕ 1$ (ху) . Значит, в обоих случаях: (с -ж)(х-х)>0. А тогда 
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из (8) заключаем, что знак разности укр — Укас определяется зна- 

ком f(C). 

Рассмотрим случай I, когда f"(x) при переходе через точку x, 
меняет знак. Пусть, для определенности, f(x) < 0 для хе 1; (ж) и 
Г”(х) > 0 для хе ug(x%). 

Было замечено выше, что если хе 1 (ж), ТО и СЕ и5(ж), 

а значит, /”(С)<0 (у нас, по условию, Г”(х)<0 для любого 

X € Us (Xp) ). Следовательно, Укр — Укас < 0 для любого хе Us (ж) ‚т.е. 

Укр < Укас › дЛя любого хе и (№). (9) 

Было замечено выше, что если хе из (ху), ТО и Се из (ж), 

а значит, f"(C)>0 (у Hac, по условию, /”(х)>0 для любого 

хе и (х)). Получаем, следовательно, Укр — Укас > 0 для любого 

ХЕ 15 (Xp), т.е. 

Укр > Укас › ДЛЯ ЛЮбОГО хЕ и (№). (10) 

Из (9) и (10) видим, что для всех хе и5(ж) точки М (x, f(x)) 

кривой ([) лежат ниже касательной (К) к кривой (L) в точке 

Мо (№, f(%)), а для всех хе и# (ху) точки М (x, f(x)) кривой (L) 

лежат выше этой касательной. Значит, точка Ми (Xo, /(%)) есть 

точка перегиба кривой (L). 

Рассмотрим случай II, когда Г“(х) не меняет знак при перехо- 

де через точку х.. Пусть, для определенности, /”(х) <0 как для 

хе и (ж), так и для хе иё (ж). 

Пусть x — любое из us (хо). Тогда и се из(ху).Значит, f"(C) < 0 

(у Hac, по условию, f"(x) < 0, для любого хе us (Xp) ). Следователь- 

HO, Укр — Укас <0 => 

Укр < Укас ДЛЯ любого xe Us (Ху). (11) 

Возьмем х— любое из из(ху). Тогда и бе из (хо). Значит, 

Г"(с) <0 (у нас, по условию, /Г”(х)<0, для любого xe us (ж)). 

Следовательно, Укр — Укас < 0 => 

Укр < Укас ДЛЯ ЛЮбОГО хЕ и (Ж). (12) 

Из (11) и (12) видим, что Укр < Укас ДЛЯ всех хе Us(Xp) ‚ т.е. что 

для всех хе из(х) точки М (x, f(x)) кривой ([) лежат ниже 
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касательной (К) к кривой (L) вточке Mog (хо, /(х)). Значит, кри- 

вая (L) в точке My (ж, Л(х)) не имеет перегиба. 4 
Пример. Найти точки экстремума, точки перегиба и исследо- 

вать характер выпуклости кривой, заданной уравнением у= гр’, 
+х 

ХЕ (—00, + 00), 

1-х? 
= у’=0 в точках х =-Ги x =1. 

(1+ х2)? | , 
№» Имеем y’= 

Во всех остальных точках промежутка (-оо, + ©) у’ существует 

2х(х? —3) , 
конечная, отличная от нуля. Имеем, далее, у” = р > у’=0 

+х 

вточках Хх, =—V3, Х, =0, Х, = V3. Во всех остальных точках проме- 

жутка (-о°, +00) у” существует конечная, отличная от нуля. 

Вывод: 

1) Точки x, =-[Г и x, =1 — подозрительны на гладкий экст- 

ремум. 

2) Точки X%, =-V3, % =0, % = \3 — подозрительны на перегиб. 

Имеем: 

Р т | 

У (м) =У (-1 = 5 >0 => точка xX, =-1 есть точка строгого 

минимума; уши = У(-1) = -. 

V(x) = У’@)= -> < 0 => точка xX, =1 есть точка строгого мак- 

| 
симума; ух = YI) = 7" 

При переходе через точку x, =-—/3 y(x) меняет знак с “—” 

на “+”, Значит, точка |-5 2) есть точка перегиба графика 

функции у= х >. 
1+х 
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При переходе через точку Х› =0 у’(х) меняет знак с “+” на 

“—”. Значит, точка (0,0) есть точка перегиба графика функции 

_ x 

1+ x? 

При переходе через точку x; = J3 у’(х) меняет знак с “—” на 

3 
“+”. Значит, точка [д з есть точка перегиба графика функции 

(-=, - 3): у’(х) < 0 (выпуклость вверх). 

(- —\3, 0): y’(x) > 0 (выпуклость вниз). 

Для xe (0, V3): у’(х) <0 (выпуклость вверх). 

Для xe (v3, + co) у’(х) > 0 (выпуклость вниз). 

Имеем 

lim y= lim 5 = 9; lim y= lim = =0. 
х—-с X—)—00 = +x? X—+00 х—>+° | 4x 

На рис. 4.45 представлена схема графика функции у= : х >. 
Vs.

 

Заменание. Пусть кривая (L) является графиком функции у = f(x), 
ХЕ (a,b). Из изложенного выше приходим к выводу, что точками 

перегиба кривой (L) оказываются точки, при переходе через которые 
изменяется направление выпуклости (2). В определении точки 

Мо (Xo, f(%o)), как точки перегиба кривой (Г), предполагалось, что 
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кривая (L) в точке Му (хо, /(хо)) имеет касательную, не парал- 

лельную оси Оу. Если исходить из определения точки перегиба 
кривой (L), как точки, при переходе через которую изменяется 
направление выпуклости кривой, то можно отказаться от этого 
ограничения. Тогда точками перегиба кривой (L) будут также точ- 
ки, в которых производная f(x) бесконечна, но определенного 
знака. 

Tak, например, для кривой (L), являющейся графиком функ- 
ции у=х3, ХЕ (—c, + о) ‚точка Му(0, 0) будет точкой перегиба 
(см. рис. 4.46). 

—1 £'(0)=0 

Рис. 4.46 Рис. 4.47 

И, вообще, следует отметить, что точки графика функции 
у = Л(х), хе (a,b), для которых либо /’(х) =0,либо f(x) =, HO 
в которых нет экстремума, будут точками перегиба. Это утвержде- 
ние справедливо лишь в случае, когда указанные критические точ- 
ки функции f(x) являются изолированными, т. е. когда существу- 
ет окрестность каждой такой точки, в которой нет других критических 

точек функции f(x). 
Кроме примера, рассмотренного только что, приведем еще один 

пример. Пусть кривая (L) является графиком функции у=х?, 

ХЕ (-0°, +00), Имеем у’(0)=0, но в точке x =0 эта функция не 
имеет экстремума. Точка Му (0, 0) будет точкой перегиба графика 
функции у=х? (см. рис. 4.47). 

$ 14. Асимптоты кривой 

1. Пусть кривая ([) является графиком функции y= f(x), 
ХЕ (—00, +00) (может быть также xX (-°, 5) или ХЕ (а, +), гдеа 
и р — конечные числа). Пусть y= kx +b un y=kr+b — некоторые 
фиксированные прямые. 
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Определение. 
I. Прямая y=kx+5 называется асимптотой кривой (L) при 

х > + ‚если 

т (f(x) - ke — 6) =0. (1) 

Il. Прямая y=kxce+6 называется асимнтотой кривой (L) при 

х > —< ‚если 

lim (f(x) -&-5)=0. (2) 

Puc. 4.48 Puc. 4.49 

Teopema 1. Для Toro, чтобы график функции у = f(x) имел при 
Хх + асимптоту y=kx+5, необходимо и достаточно, чтобы 
существовали одновременно следующие два конечных предела: 

tim LO) -ки tim [7-4 =. (3) 
X—+00 OX 

» Необходимость. Пусть график функции y= f(x) имеет при 
X > +00 асимптоту у = kx + 6. Но тогда, по определению, имеем (1): 

lim (f(x) -Ах-65)=0 => b= lim (f(x)- Ах). 

Перепишем соотношение (1) в виде 

lim x (FP -4-2)=0 > lim (AP -к- 0 
Х—+оо x x X—tool xX x 

и, следовательно, 

Достаточность. Пусть существуют одновременно конечные пре- 

делы (3). Но тогда из равенства b= lim (/(х)-Кх) следует, 
х— + 
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что lim (Л(х)-Ах-Ь)=0. А это означает, что у графика функции 
Х— +400 

у = /(х) при х > +e имеется асимптота у = Ах+. 4 

Совершенно аналогично доказывается 

Теорема 2. Для того, чтобы график функции у = f(x) имел при 

X—-0co асимптоту y=kx+b6, необходимо и достаточно, чтобы 
существовали одновременно следующие два конечных предела: 

im LOE whim (f(x)-kx)= 6. (3) 
X7-09 Х х—>— 

Заменание. 1) Если К или К оказываются равными нулю, то 
соответствующая асимптота называется горизонтальной. 

2) Если К или & оказываются отличными от нуля, то соответ- 
ствующая асимптота называется наклонной. 

2. Пусть кривая (L) является графиком функции у = f(x). Пусть 
х, — конечное число. 

Определение. Прямая х = ху называется вертикальной асимп- 
тотой графика функции у = f(x), если имеет место хотя бы одно 
из следующих трех соотношений: 

lim f(x) =0; lim f(x) =0; lim f(x) =. 
XX 9-0 х—>х +0 XX 

На рис. 4.50 представлены некоторые из возможных схем гра- 
фика функции у = f(x), когда прямая х = х является вертикаль- 
ной асимптотой этого графика. 

Ay y Ay 

и = | = | y=flx) 

№ х y=f(x) x 

Xo > хо > 

y f(x) 

Puc. 4.50 

x7 +2x-1 . 
Пример. Пусть у = . Эта функция определена на всей 

х 

оси Ох за исключением точки x= 0. Имеем 

254



x7 4+2x-1 
lim y= lim = +, 
х>-0 х—>-0 xX 

. x7 42x-1 
lim y= lim = —oo, 
x—+0 x—+0 xX 

Вывод: прямая x = 0 является вертикальной асимптотой графи- 
ка заданной функции. Имеем, далее, 

f(x) _ = lim x? +2x-1 
К = lim —— 5 =|; 

х—+ Х Хх += x 

2 — 

b= lim (f(x) -kx) = lim [ +2х ‘x)= 
X—)+00 X—+00 x 

= tim ot = 2, 
X>to 8X 

Вывод: прямая y=kx+b=x+2 является наклонной асимпто- 
той графика заданной функции при x -> +. 

Рис. 4.51 

Имеем еще 

k = lim f(x) ) _ = lim ~ Е; 
X73 Х х—>— x 
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B= Jim (£0) ~ hs) = fim | 
= lim 2521 <2. 

Вывод: прямая у = kx +b =x +2 является наклонной асимпто- 
той графика заданной функции и при Х > -—® . На рис. 4.51 пред- 

x? +2x-1 
> . ставлена схема графика функции у= 

$ 15. Построение графика функции 
по характерным точкам 

Г. В этом параграфе мы изложим схему, по которой целесооб- 
разно проводить исследование графика функции, и приведем при- 
мер, иллюстрирующий эту схему. 

Изучение заданной функции и построение ее графика с по- 
мощью развитого нами аналитического аппарата следует прово- 
дить в следующем порядке. 

1. Определить область существования функции, область непре- 
рывности и точки разрыва. 

2. Выяснить вопрос о существовании асимптот (вертикальных 
и наклонных). 

3. Найти области возрастания и убывания функции и точки 
экстремума. 

4. Найти области сохранения направления выпуклости графи- 
ка функции и точки перегиба. 

5. Найти точки пересечения графика функции с осями коор- 
динат. 

По полученным данным легко строится эскиз графика функ- 
ции. Важно помнить при этом, что график функции не может до- 
ставлять точные числовые значения (это делает формула, задаю- 
щая функцию). График же дает представление о качественной стороне 
поведения функции. 

В качестве примера построим график функции 

3 «2 _ _ 2x 5x* +14x 6 (1) 

4x? 

Будем следовать изложенной выше схеме. 

256



|. Так как функция (1) дробно-рациональная, то она определе- 
на и непрерывна на промежутке (-°°, + со) всюду, за исключением 
точки х = 0, в которой знаменатель обращается в нуль. 

2. Выясним вопрос о существовании асимптот. Имеем 

. 2x? —5х2 +14х-6 
lim у = lim = —00, 
х>-0 х—>-0 4x? 

. 2x? -5x2 +14x-6 
lim y= lim = 
x—+0 x—+0 4x2 

Вывод. График функции (1) имеет вертикальную асимптоту 

х=0. (2) 
Имеем, далее, 

3 2 _ lim T(x) = lim 2x” —5x +14x-6 al =). 

х>+ =X хе 4х 2 2 

[2х3 -5х? +14х-6 x fim (7)~ke) ла 5). 4x? 2 

—5х? +14x-6 5 ; 5 
= | — — b=b=-— . 

ыы 4х? д ( д) 

Вывод. График функции (1) имеет наклонную асимптоту 

=2-4 @) 
как при х 4 —< , таки при х A +0. 

3. Для нахождения промежутков возрастания и убывания фун- 
кции (1) и точек экстремума вычисляем первую производную 
функции (1) 

ye x?-7x+6 _ (x-1)(x-2)(x +3) 
2x° 2х? 

= у’=0 вточках: x, = -3, х› =1, xX; =2. (Эти точки подозритель- 
ны на гладкий экстремум.) Во всех остальных точках области су- 
ществования функции (1): (-, 0) U (0, +0) у’ существует ко- 
нечная, отличная от нуля. Так как функция (1) терпит разрыв 
в точке x = 0, то к числу критических точек функции, разбиваю- 
щих область существования функции на интервалы, в которых про- 
изводная у’ сохраняет знак, следует присоединить точку разрыва. 
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Таким образом, мы получаем следующие интервалы сохранения 
знака у’. 

Интервалы 
значений x | —<<х<-3 —3<x<0 0<x< 1 1<x<2 2<x< +00 

Знак у’ + — + — + 

Поведение возрастает бывает | возрастает| убывает | возрастает функции р y p y p 

При переходе через точку x, =-3 у’ меняет знак с “+” Ha “—”. 
Значит, в точке х =-3 функция имеет строгий максимум; 

49 
Утах = У(-3) = |2. 

При переходе через точку х› =| у’ меняет знак с “+” на 

“—”. Значит, в точке х› =1 функция имеет строгий максимум; 

5 
Утах = y(l) = 4 . 

При переходе через точку х; =2 у’ меняет знак с “—” на 
“+”. Значит, в точке х; =2 функция имеет строгий минимум; 

9 
Утт = y(2) ~ 3° 

4. Для нахождения промежутков сохранения направления вы- 
пуклости графика функции и точек перегиба вычисляем вторую 
производную функции (1). 

~~ 9 

=> у’=0 в точке Xx, =7 (эта точка подозрительна на перегиб). 

Во всех остальных точках области существования функции (1) 

(—<, 0) U (0, +0) у” существует конечная, отличная от нуля. Так 

как функция (1) терпит разрыв в точке х = 0, то к числу точек, 
подозрительных на перегиб, разбивающих область существования 

функции на интервалы, в которых вторая производная у” сохра- 

няет знак, следует присоединить точку разрыва. 
В результате мы получим следующие интервалы сохранения 

знака у”. 
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Maree | -e<xeo | очи<я | ужом 
Знак у’ — — + 

Направление 
выпуклости графика вверх вверх BHH3 

При переходе через точку x, = = у” меняет знак с “—” Ha “+”, 

9 9 
3 ‚ > - начит, в точке [ Д 

9) 913 
Of 5 |= 755 > - 

5. Найдем точки пересечения графика функции (1) с осью 
Ох (с осью Оу пересечения нет, ибо x #0). Эти точки соответ- 
ствуют вещественным корням уравнения 

2x? —5х? +14х-6=0. 

| график функции имеет перегиб 

2х3-5х2+14х—6 
AY y= 4y? 

x=0 | 

ве —-X_ > 
mo 724 
19-2. x 

yo 7 

о 

х2+14х—6 

4x? 

y= 2х3—5 

Рис. 4.52 
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Имеем рев +мх-6-2[х-5 ]0й -2х+6. Так как 

квадратный трехчлен х?-2х+6 имеет комплексные корни, TO 
обсуждаемое уравнение имеет только один вещественный корень 

| 
х=о. Следовательно, график функции (1) пересекает ось Ох 

в точке >. 0}, На рис. 4.52 представлена схема графика функ- 

2х? — 5х? +14x-6 

4x? 

П. Построение графиков функций, заданных параметрически. 
Пусть кривая (L) является графиком функции, заданной парамет- 
рически: 

ции: y= 

не (a,b). 
y=y(h), 

Здесь не предполагается, что пара функций x =x(f), y= y(t) 

определяет однозначно одну функцию у = у(х) или x= x(y). Под 
графиком параметрически заданной функции подразумевается 
объединение графиков всех функций вида у= Л(х) и х= #(у), 
определяемых формулами x = x(t), у=у(. 

Сделаем несколько предварительных замечаний. 
1) Для нахождения асимптот, параллельных оси Oy , нужно найти 

такие значения %, для которых существует конечный предел 

lim х(г) =а (или lim x(t)=a),a lim y(t) (или Ит у(Г)) ра- 
{= +0 11-0 1—1 +0 t—%-0 

вен +o или —%. Если такие значения & существуют, то прямая 

х = а будет асимптотой (вертикальной) графика функции. 
2) Для нахождения асимптот, параллельных оси Ох, нужно най- 

ти такие значения fy, для которых существует конечный предел 

lim y(t)=5 (или lim y(t)=6),a lim x(t) (или Ит х()) ра- 
1—0 +0 1-0 {1+0 1-0 

вен +° или —© . Если такие значения fy существуют, то прямая 
y=b5 будет асимптотой (горизонтальной) графика функции. 

3) Для нахождения асимптот, не параллельных ни OCH Ox, ни оси 

Оу, нужно найти такие значения fp , для которых пределы lim x(t) и 
[lot 
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lim iP) (или lim x(t) и lim  y(f)) paBHbI +e или —® и суще- 
11 +0 1-0 1—к-0 

ствует конечный предел lim и = = k(# 0) (или Jim Arte = k(# 0) ). 

Если для этого значения fy существует еще конечный предел 

„Шт (У — kx(t)) = 5 (или lim (x) -kx() = 5) то прямая 

у = Ах+ь будет асимптотой (наклонной) графика функции. 

4) Для определения промежутков возрастания и убывания функ- 

ции, заданной параметрически, нахождения ее экстремумов, а так- 
же для определения промежутков сохранения направления вы- 
пуклости графика функции и точек перегиба, нужно использовать 
выражения для производных ух и У», (Ху, Xyy) через производ- 
ные х,, Yi, хи, У. При этом следует всегда помнить, что уравнения 
x= x(t), y= y(t), вообще говоря, не определяют однозначно фун- 
KUHIO вида у = у(х) , так что при исследовании графика функции 
нужно все время внимательно следить за тем, какая “ветвь” гра- 

фика рассматривается (иногда полезнее рассматривать х как фун- 
KUHIO OT у). 

В качестве примера построим график функции, заданной урав- 
нениями: 

|. Видим, что функции x(t) и y(t) определены и непрерывны 
ДЛЯ [Е (-°, —1) U (-1, 1) UC, + ®э) ‚т.е. для всех г, кроме ¢ = +1. 

2. Выясним вопрос о существовании асимптот. 

1) Имеем 

[2 1. 2 | 
ох 2 тт 2? oho = отт 2” 

lim y= Foe 4-1-0 jim -0(f—1)(t +1) 

li — 

о Wt) = im 0(f-—1)(f+ п. 
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| 
Вывод: прямая х = -5— вертикальная асимптота графика фун- 

KUHH. 
2) Имеем 

г t . 
Jin x(t) = lim —— = lim —— =--~»; 

1——[—| [4-0 _1 

[ 1 f 

lim y(t) = lim >— = lim =0> lim у=0. 
1— 1-5 [^—] 1-5— | X—>—00 

(lng) GS 
Вывод: прямая у=0 — горизонтальная асимптота графика 

функции при x > —°. 
Имеем, далее, 

| | 
jim п x(t) = = lim —— = Им ——=+0; 

totof—] 1-4 | 

e e [ e | e 

lim y(t) = lim —— = lim =0 <> lim y=0. 
{— +0 {1—4 2 —] 1—4 1 X—)+00 

an ~ (1—4) 

Вывод: прямая у=0 — горизонтальная асимптота графика 
функции при х — +. 

3) Имеем 
2 2 

1 | 
jim, x(t = lim — =- jim x) = lim —=+ 1-0 (1) 11-0 f—] 00, 1+0 (Г) +07 | со 

[ 
. (im, 9 = ра” 

; ; | 

И yt) = т (-1@+1_ 

Значит, следует искать ИИ y(t ) и lim BAU Имеем 
1-0 x(t) и х(г) 

yt) _ +: (t-l) _ a 

11-0 (1) ar (t-1)(t4+ Ie? | as an 2° 

Y(x) _ 
2 Jin = x =5; 

(11-0) 
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20 = п = 
] 
— (= А lim —= 

t—1+0 x(t) t1+0 t+ 1) 2 ) > ae X—)+t00 

(1140) 

Станем искать теперь dim [740 - &@)] и jim [7 - ke], 

Имеем 

Jim [о - Ро | = lim, ЕР | 
РТ 21-1 

= jim =! =-3 
11-0 2(¢ + 1) 4 X—)—00 

|. 
Jim iL) - kx()]= lim Aen $f 

_ —2—t 3 . 3 
= | = —— ] — kx = —— = Dp), HM saan 4 9 sae OO )=-7 (5) 

x 3 .. .. 
Вывод. Прямая У=5-1 является наклонной асимптотой 

графика функции как при x 4 —< , так и при х > +00. 
3. Найдем промежутки возрастания и убывания функции и точ- 

ки экстремума. Для этого найдем х,, у, , а, следовательно, у, и ху. 

21-1) -Ё _-2) 

((-1  (-1 

2-11-22 _ — (12 +1) 

(2-1)? (12-1) 

для всех {= +1. А тогда 

, 2 
, t | , _Mt— 2)(t 1)? 

х (t—2)(t +1) 2+1 
Так как у, не меняет знак (у нас всегда у, <0), то у, их, 

меняют знак вместе с x, (у, и х, имеют знак, противоположный 
знаку х,). У нас функция определена для значений ¢ из 
(-co, -1) U(-1, 1) U (I, +=). С помощью критических точек: #=0 

Имеем х = (у нас ¢#1) => х=0 при 

t=O u t=2; у= (у Hac f#+1) > y, <0 
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и /=2 разбиваем область определения функции на интервалы, 
в каждом из которых производная x, (а значит, и производные у. , 
ху ) сохраняет знак. Таким образом, мы получаем следующие интер- 

валы: (-©°, —1); (-1,0); (0,1); (1,2); (2, +). Поведение функций 
x(t) и y(t) в этих интервалах представляет следующая таблица. 

Интервалы] Знак | Поведение |Знак| Поведение |Знак|Знак| Ветви 
значений /| № |функции x()| у |функции УД) | у; | ху |графика 

о возрастает от убывает 
(“al | ® —со 10 —1/2 © | отодо — | © | 8 (23) 

_ возрастает убывает 
(-1,0) ® lor —1/2 до 0 © | ortonoo | © | 9 (£91) 

убывает убывает 
(0,1) © | отодо —= | © | огодо-= | ® | ® | (42) 

убывает убывает 
(1,2) © | orteno4 | © | от+до 2/3 | ® | ® | (42) 

возрастает убывает 
2,1) | ® | от4до-+» | © | от2/3 доб | © | ® | (№) 

Теперь строим график (рис. 4.53). 

у 
1 

х=—5 (17-140) \(1>-1+0) x3 
У=5—4 (:—>1+0) 

(251) ({->1+0) 

[2/3 > = = = = 

4(¢=0) ! ох 
ea 4 1 
\ (152) y=0 (t+) 

ms (t—— 1-0) w= t2 

0 lo —| 

fo у = 

y=t-3 (11-0) © =I 
(t-1-0) ty €(-033, — 032) 

Puc. 4.53 
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Для наглядности на графике указано, как ветви графика соот- 
ветствуют изменению параметра. 

_ 1-2) (1+1) ; (¢#+1) видно, что 
+] 

Из выражения для x, = 

xy =0 при 1 =0 и при #=2. Значению { = 0 соответствует точка 

3 

Функция x = х(у) вточке у =0 имеет максимум: X,,,, = х(0) =0 

(0, 0) графика, а значению ¢ = 2 — точка (4 3] 

2 
(хо =9), а в точке У=3 — минимум: ки == [3 |4 

(х(()]_, =4). 

4. Найдем промежутки, в которых сохраняются направления 
выпуклости графика функции, и точки перегиба. 

Для этого находим Y,2. Имеем 

и 2(1—1)3(13 +3#+ a” oN? | ] 1) 
= .— => =]. 

Из выражения для Yor следует, что у, = 0 вточке, являющей- 

ся корнем уравнения: f° + 3+1 =0, и что Yur =ceonpu f=Out=2. 

Положим $(1) = +31+1 => ef) = 32 +3> 0 для любого г, Значит, 
функция Q(t) строго возрастающая. Имеем $(-Г)<0, o(0)>0. 

Следовательно, уравнение 13 +31+1 =0 имеет только один веще- 

ственный корень, и этот корень fy & (-1, 0). Можно, конечно, полу- 

чить и более точную оценку для fy, выбирая более близкие пи fy 

такие, что P(t, ) < 0, Ф(ь) > 0. (Например, пусть ft, = —0.33,a ft, = -0.32. 

Имеем $(-0.33) <0, а $(-0.32) >0. Значит, -0.33 < % <-0.32.) 

2 
| Положим ж =—-—-, и = h —1 

Lo 

tt -1 
(х =-0.08, yo = 0.37). Составим 

теперь таблицу изменения знака производной У,2 и определим с 

ее помощью интервалы выпуклости графика функции вверх и вниз, 

а также точки перегиба. 
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f (—co.-1) 1-11 (-1, №) (и, 0) (0.1) (1.2) (2.- 00) 

] ] ] 

2 2 
у (-<,0) oo (Yo+ оо) (9,9) (0,0) & + =| (0, 3 

Vo <0 >0 <0 >0 <0 >0 
Направ 

я Ыпук вверх вниз вверх | вниз вверх BHH3 

JIOCTH 
(L3) (121) (Ly) | (>>) (Ly) (Li) 

Точка (х,Ж) — 
точка перегиба 

(21) 

§ 16. Отыскание наибольшего 
и наименьшего значений функции 

1. Пусть функция у = f(x) определена и непрерывна на замк- 
нутом промежутке [а,6]. Как мы знаем, в этом случае среди значе- 
ний функции обязательно имеются и наибольшее М, и наимень- 
шее 77. Как найти эти значения? 

Если наибольшее значение М достигается в некоторой внутрен- 
ней точке с промежутка [a,b] (cE (a,b)), то оно необходимо будет 
одним из максимумов f(x). Но значение М может достигаться функ- 
цией f(x) и в конце промежутка [а,6], т. е. в точках а или В. Из этого 
следует, что для отыскания наибольшего значения /(х) нужно: 

1) найти все точки максимума X), Xo, ..., хи этой функции, ле- 

жащие в интервале (a,b); 
2) выбрать наибольшее из чисел: /(х,), /(х), ..., (хи), f(a), Л(Б). 
Аналогично, чтобы найти наименьшее значение функции f(x) 

в промежутке [a,b], нужно: 

|) найти все точки минимума Хх, %, ..., X, этой функции, ле- 

жащие в интервале (a,b); 
2) выбрать наименьшее изчисел: f(X,), f(X), ..., Л(Х,), f(a), ЛЬ). 
Заменание I, Задача по отысканию наибольшего и наимень- 

шего значений функции, определенной и непрерывной в замкну- 

том промежутке [a,b], принципиально заведомо может быть реше- 
на, если у функции f(x) в интервале (a,b) имеется конечное число 
критических точек. Изложенный выше метод позволяет находить 
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точки экстремума такой функции с любой степенью точности. Для 
этого нужно только уметь находить с заданной степенью точности 
вещественные корни уравнения вида ф(х) = 0. Простейшие методы 
нахождения вещественных корней уравнения вида ф(х) =0 изло- 

жены ниже (см. дополнение). 
Замечание 2. Если желательно избежать исследования крити- 

ческих точек на максимум и минимум, то можно просто сравнить 
между собой значения функции / (x) во всех критических точках и 
в граничных точках а и 65. Наибольшее из этих значений и будет, 

очевидно, наибольшим значением f(x) на промежутке [a,b], а наи- 
меньшее из этих значений будет наименьшим значением f(x) на 
промежутке [а,6]. 

Замечание 3. Пусть в интервале (a,b) имеется только одна точка 
экстремума х,. Тогда, если точка х, есть точка максимума функции 
f(x), то без дальнейших исследований можно утверждать, что /(х) и 
есть наибольшее значение функции в промежутке [a,b]; если же x, 
есть точка минимума функции f(x), то /(х,) является наименьшим 
значением этой функции в промежутке [а,6] (см. рис. 4.54). 

а) yA 6) УА 
y=f(x) > 

| y=f(x) 

x x 

a Xb a Xp 5 

(хо) = М Го) = т 

Рис. 4.54 

Пример. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 

y = 2x? —18х? + 48х+1 
на промежутке [1,3]. 

> Имеем у’ = 6x? —-36х+48; у’=0 вточках x, =2, x, = 4. (Точ- 

ка x, в [1, 3]. Значит, она для нас не интересна.) Точек, подозри- 
тельных на острый экстремум, у заданной функции нет. Имеем, 
далее, 

у’ =12х-36; у’(х,) = У’(2) =-12 <0 = 
=> точка x; = 2 — точка максимума. 
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Здание Tak как x, =2 — единственная точ- 

ыы ка экстремума f(x) в интервале (1,3), 
то заключаем, что М = у(2) = 41. 

= S x Находим теперь значения функции 
на концах промежутка [1,3]. Имеем 

200—2х yl) =33, y(3)=37. Значит, тш= 33 

(m = У()). 
Рис. 4.55 2. Задачи конкретного содержания. 

Задача 1. Из имеющихся досок мож- 
но построить забор длиной в 200 метров. Требуется огородить им 
прямоугольный двор наибольшей площади, используя в качестве 
одной из сторон стену прилегающего здания. 

p> Ясно, что должно быть: х 20 и 200-2х>0, т.е. хе [0, 100] 

(см. рис. 4.55). Имеем S = х(200 —2х) = 200x — 2x? . Требуется най- 
ти наибольшее значение 5(х) в промежутке [0,100]. Имеем 
S’(x) = 200-4х; S’(x) =0 вточке ж =50. 5"(х) = -4 , вчастности, 
5”(х) = —-4 <0. Значит, точка ху = 50 есть точка максимума функ- 
ции 5(х). Так как точка ху = 50 является единственной точкой 
экстремума функции 5(х) в интервале (0, 100), то наибольшим 
значением функции 5(х) в [0,100] будет 5(ж) , т.е. 

S(x)],_¢) = 5000 ле. 4 
Задача 2. Имеется прямоугольный лист жести с размерами 

5 Om x 8 дм. По углам вырезаются одинаковые квадратики. Полу- 
ченные при этом кромочки загибаются под прямым углом, и по- 
лучается ящик. Требуется сделать ящик наибольшей вместимости. 

Ясно, что должно быть: х>0 и 5-2х>0, т.е. хе [0, 2.5] 

(см. рис. 4.56). Имеем 

И = (8—-2х)(5-2х)-х =4х3 —-26х? +40х. 

Требуется найти наибольшее значение функции V(x) в проме- 

жутке [0, 2.5]. Имеем V(x) =12х? -52х+40; V(x) =0 в точках 

10 10 
xl [| x, =1 их =>. (Точка х == 8 [0, 2.5]. 

5ди| Значит, она для нас не интересна.) То- 
чек, подозрительных на острый экстре- 

Г MYM, у функции V(x) нет. Имеем, далее, 

Rose V(x) = 24x —52; V(x) = 
Puc. 4.56 = V"(1) =-28(<0) => 
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= Точка x, = | —точка максимума функции V(x). Так как x, =1 — 
единственная точка экстремума функции V(x) в интервале (0, 2.5), 
то заключаем, что наибольшее значение функция V(x) имеет при 
x =1 (дм). Следовательно, Viays, =/(1) =18 (dsr). 4 

(Для сравнения: "(5 }- 14 (дм); "(5 }- 15 (дм°).) 

Задача 3. Дан конус с радиусом основания R и высотой H. 
Требуется вписать в этот конус цилиндр наибольшего объема. (Бу- 
дем считать условно: конус — это ствол дерева, из которого дела- 
ется цилиндрическое бревно, причем бревно делается так, чтобы 
отходов было как можно меньше.) 

> Пусть r— радиус, й — высота искомого цилиндра. Тогда объем 

V цилиндра равен: И = л/?.й. Из подобия треугольников DBC и 

OBS DC _ DB h  R-r 
| можно написать 0$ OB? т.е. HR 

(h — переменная, HO не независимая). Теперь для объема V цилин- 
дра будем иметь выражение 

=> = (А) 

Г = n—(R -r)r? 

(V— это функция уже одного аргумента 7, ибо Ни R— заданные 
числа). Ясно, что O< rs R,T.e. re [0, А]. Требуется найти наиболь- 
шее значение для функции V(r) в промежутке [0, R]. 

Имеем V(r) =n (2rR 37°); И (г) =0 в точках 47 =0 и 

ь = = В. Точка Е [0, К], но эта точка краевая, т. е. п в (0, К). Точек, 

подозрительных на острый экстремум, у функции V(r) нет. Значит, 

2 .. S 
точка 2 = 3h является единственной кри- 

тической точкой для функции V(r) в про- 

С 
межутке (0, ^). Имеем И (3) — (> 0); 

3 3nHR , 
И] -К]|=- 0).В , V [ 1g (<0). Видим, что (г) при и, 

2 
переходе через критическую точку /> = 3 R Puc. 4.57 
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2 
меняет знак с“+”на “—”. Следовательно, точка г = 3 К является 

‚. 2 
точкой максимума для функции V(r). Так как 4 =f — един- 

ственная точка экстремума функции V(r) в интервале (0, R), то 

заключаем, что наибольшее значение функция V(r) имеет при 

r= ZR. Следовательно, Vans цил. = И 2 в] = wR? Н. 4 
3 3 27 

1 Г наиб цил. _ 4 
(Имеем —Ионуса == . Следовательно, 7 — == 

конуса 

= 0.44 (= 44%). Если конус — ствол дерева, из которого делается 

цилиндрическое бревно, то 56 % древесины идет в отходы.) 
Замечание. Часто бывает (как и в задаче 3), что величина, 

наибольшее или наименьшее значение которой нас интересует, 
представляется в виде функции несколь- 

В ких переменных. Но из условий задачи сле- 
дует, что все эти переменные выражаются 

hy через одну из них (или через какую-ни- 
будь новую переменную). Для того, чтобы 
была применима изложенная выше тео- 

О А рия, такое сведение к функции одного ар- 

гумента обязательно. 

Задача 4. Имеется круглый стол радиуса 
Рис. 4.58 К. Над центром стола висит электрическая 

лампочка. На какой высоте Й над столом надо повесить лампу, 
чтобы на краях стола получилась наибольшая освещенность? 

» Важен угол Ф и квадрат расстояния [ ибо Е = / ти ‚ где 

Е — освещенность, /— сила света лампочки. Видим, что E — функ- 

ция, зависящая от двух переменных Ф и /[. Из треугольника OAB 

находим COS =т > 

o
m
e
 

| 
o
m
e
 

| в (1) 
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А тогда 

E= Г. 2 
= Fy SIN@ «Cos ф. (*) 

Из смысла задачи ясно, что функцию (*) достаточно исследовать 

на отрезке | | (Если 9 > 0, то из (1) следует: / -› R, а значит, 

п 
й 0; если ф>5, то из (1) следует: [ > +00, а значит, и hh > +00. 

Отметим, что ЕЁ -> 0 как при ф -> 0 ‚так и при Ф > >). Итак, требу- 

«^ [ bd 2 

ется найти наибольшее значение функции ЁЕ(ф) = Fy SIN Cos ф 

на промежутке 0, |. Имеем 

yd . 
E (9) = pi (cos ~ —2sin? cos) = 

= “5 608 ~(cos” ф- 251? $); 

Е”(Ф) =0, когда со$ф=0 и когда 8?9=5. с05ф=0, если 

к 
ф: = 5. Этот корень не рассматриваем, так как он является концом 

1 | 2 
промежутка В "| te? <. = 5 дает tZ@) = a (берем только по- 

у 
ложительное значение для 15) ‚ так как ф) Е (0 3) 

Функция ЁЕ(ф) на концах промежутка В 4 принимает значе- 

у 
ния, равные нулю, а для всех фе [о 4 она имеет положительные 
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К ар ар 

значения. Точка Ф> Е (0, 4 является единственнои KPHTHYCCKOH TOU- 

кой для Е(ф). Следовательно, в точке ©, функция Е(ф) принимает 

наибольшее значение. У нас f = tg@ (из треугольника OAB). Значит, 

при ф=ф› 

р h V2 V2 

Задача 5. Пункт С отстоит от берега реки на 6 км. Пункт A 
отстоит от пункта В на расстояние 23 км (A — пункт отправления 
лодки). Лодка плывет по реке со скоростью 5 км/час. В каком месте 
гребцу следует высадиться на берег, чтобы в кратчайшее время 
попасть в пункт С, если скорость ходьбы пешком равна 4 км/час? 

> Пусть М — место высадки, и пусть ВМ = x (см. рис. 4.59). Пусть 

23-х 36 +x? 
{ — время, потребное на весь путь АМС. Тогда ¢ = 5 + 4? 

x [0, 23] . Требуется найти наименьшее значение функции {(х) на 

промежутке [0, 23]. 

Рис. 4.59 

] х 
Имеем ft, = -~+—==——=; #4, =0 в точках x,=-8, xX =8. 

° 436+ x? 7 

Точка x, в [0, 23]. Точек, подозрительных Ha острый экстремум, у 

функции f(x) нет. Значит, точка X, = 8 является единственной кри- 

тической точкой для функции f(x) в промежутке (0, 23). Имеем, 
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9 „ 9 
= ft,,(8) = —— > 0. Значит, точка xX» =8 — 

(36 + x?)3? x (8) 1000 2 

точка минимума функции f(x). Так как x, =8 — единственная 
точка экстремума функции f(x) в интервале (0,23), то заключаем, 
что наименьшее значение функция f(x) имеет при х=х, =8. 
Следовательно, /нзименыи. = (8) = 5.5 (час). 4 

(Заметим, для сравнения: 
1. Если бы гребец шел пешком из пункта A в пункт С, то он 

далее, tt, = 

затратил бы время f= 136 +525 = > = 5.94 (час). 

2. Если бы гребец высадился на берег в точке В, то он затратил 

бы время {= = +S = 6.1 (час).) 

Дополнение. Простейшие методы приближенного 

вычисления вещественных корней уравнения ф(х) = 0 

Пусть имеется уравнение 

ф(х) =0. (1) 
Будем решать задачу о нахождении вещественного корня & 

уравнения (1) в предположении, что корень & изолирован, т. е. что 
найден содержащий его промежуток [a,b]: а<&<Ь, в котором 

других вещественных корней уравнения (1) нет. 
Отметим, что каждый вещественный корень & уравнения (1) пред- 

ставляет собой абсциссу точки пересечения графика функции у = (x) 
с осью ОХ (см. рис. 4.60). С помощью схемы графика функции у = (x) 
или каким-нибудь иным способом обычно удается получить для каж- 
дого корня & грубые приближения по недостатку и по избытку. Тако- 

го рода грубых приближений во многих случаях оказывается достаточ- 
ным, чтобы, отправляясь от них, hy 

получить значения корня с тре- 

буемой точностью. LEP) 
Итак, пусть корень & урав- a IN x 

нения (1) “зажат” между дву- Vi ОГ é > 
мя его приближениями аи В по 2 3 
недостатку и по избытку. Будем 
предполагать всегда выполне- 
ние следующих условий: Рис. 4.60 
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1) функция Ф(х) в промежутке [a,b] непрерывна вместе со сво- 
ими производными (x) и Q(x); 

2) значения ф(а) и O(b) функции на концах промежутка име- 

ют разные знаки: ф(а). (5) <0; 
3) обе производные YO (x) и $ф”(х) сохраняют каждая опреде- 

ленный знак во всем промежутке [a,b]. 
Заметим, что сохранение знака у ф’(х) говорит о монотоннос- 

ти функции у = Q(X) (и, следовательно, O(a) и O(b) имеют разные 
знаки). Сохранение же знака у ф’(х) означает, что выпуклость гра- 
фика функции у = O(X) для всех х из промежутка [a,b] обращена в 
одну сторону (либо вверх, либо вниз). 

a Nei а Я b 
tf B tf B 

(x) <0 Случай г): Ф (х) <0 

ф”(х)>0 ф”(х) < 0 

Рис. 4.61 

Случай в): 

На рис. 4.61 изображены четыре случая, отвечающих возмож- 
ным комбинациям знаков у Q(x) и Ф’(х). 

Г. Метод хорд. 
Проводится хорда АВ и за новое приближенное значение кор- 

ня принимается абсцисса х точки пересечения С хорды АВ 

с осью Ох. Уравнение хорды имеет вид 

у-Ф(а) _х-а 
ф(б) -‹(а) 6-а’ 

Поэтому в точке C(x,,0) будем иметь 9 oar, = — ‚ откуда 

— _ (b-a)9(a) , 2 

я 72 6) - oa) 0) 
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Рассмотрение всех четырех случаев, изображенных на рис. 4.61, по- 
казывает, что точка х, лежит между точками аи DC той стороны 
от точки &, где ф(х) имеет знак, противоположный знаку ф’(х). 

Для определенности рассмотрим случай: Ф’(х) > 0; $’(х)>0, 
хЕ [a,b] (рис. 4.61, случай а)). В остальных случаях рассуждения со- 
вершенно аналогичные. В рассматриваемом случае х, лежит меж- 

ду точками аи €. 
С промежутком [x,,5] поступаем так же, как мы поступали 

с промежутком [a,b] (см. рис. 4.62). 

В 

Рис. 4.62 

При этом для нового приближенного значения корня получаем 

_ (b-%)-9(4) (3) 

ф(5) - 9(%) 
(в формуле (2) заменяем х, на X,, ана х,). Значение х› оказыва- 
ется между х и &. Затем рассматриваем промежуток [х›,6] и 
находим новое приближение X,, заключенное между х› и & ит. д. 
В результате получим последовательность 

а<х <х, <Жж<...<х, <... <E (4) 
все более и более точных приближенных значений корня, причем 
х„.! Через xX, выражается формулой 

b-x x Kou = %q- (0 = Xn)P(%n) | (5) 
ф(5) — ф(х,) 

Для оценки погрешности соответствующих приближений восполь- 
зуемся формулой Лагранжа 

ф(х„) — ф(5) = ф’(с) (x, ~ 5) (x, <c< 5), 

или, поскольку Ф<(Ё) =0, 

(x, ) = ф’(с) (x, ~ 5) ’ 

Xx =X 
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Е 9%). откуда Xx, — oC) 

Если обозначить через m наименьшее значение |g(x)| на pac- 

сматриваемом промежутке, то для оценки погрешности Получим 

формулу 

se ОЙ. 0 
Замечание 1. Формула (6) позволяет судить о близости x, K & 

по величине значения ф(х,„). Однако в большинстве случаев она 

дает слишком грубую оценку погрешности, т. е. фактическая ошибка 
оказывается значительно меньше. 

Покажем, что последовательность приближений 

Xp №, vee Хи» oe (7) 

для корня & уравнения (1), получаемых методом хорд, в наших 
условиях всегда сходится к €. 

В самом деле, для обсуждаемого случая а) (Q(x) > 0, o(x) > 0) 
имеем: последовательность (7) монотонно возрастает и ограниче- 

на сверху (см. (4)). Следовательно, последовательность (7) имеет 
конечный предел 1. (Ясно, что п SE.) 

В равенстве (5) перейдем к пределу при п > ©. Принимая во 
внимание непрерывность функции (xX), получим 

(р-п)Ф(1) 
(6) -9(n) ’ 

откуда o(n)=0. Tak Kak (x) строго возрастает на промежутке 
[a,b], то она имеет на этом промежутке единственный корень, и 

этим корнем по условию является &. Значит, п=ё,т.е. limx, =€. 
п—=> 

n=n- 

Замечание 2. В случае г) (g(x) <0, ф’(х) <0), как и в случаеа), 
мы получаем монотонно возрастающую последовательность при- 
ближений X,, Xz, ..., Хи, ..., стремящуюся к & слева. 

В случаях же 6) (g(x) > 0, $"(х) <0)ив) (Ф'(х) < 0, (x) >0) 
мы придем к последовательностям монотонно убывающих при- 
ближенных значений b> X, >х, >...>х, >... > &, стремящихся к 
корню & справа. 

П. Метод касательных (метод Ньютона). 
В том из концов дуги -АВ, в котором знаки (x) и (x) 

совпадают, проводим касательную и за новое приближение значе- 
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ния корня & уравнения (1) принимаем абсциссу xX, точки D пере- 
сечения этой касательной с осью Ox (если взять касательную для 
другого конца ~AB , то может оказаться, что точка ее пересечения 

с осью Ох будет отстоять от точки & дальше, чем точки аи В; (см. 
пунктирную прямую на рис. 4.63). Для определенности станем рас- 
сматривать опять случай a) (Q(x) > 0 и Фф’(х) > 0). В остальных трех 
случаях рассуждения совершенно аналогичные. 

Рис. 4.63 

Уравнение касательной к -АВ вточке В будет таким: 

У-$(5) =$(5)(х-В). 

Поэтому в точке D(x,,0) будем иметь 

0-—$(5) = (6) (Хх - 5), 
откуда 

Из рис. 4.63 видно, что точка Хх, лежит между точками & ub. С 
промежутком [а, Х, | поступаем так же, как мы поступали с проме- 
жугком fa,b] (см. рис. 4.63). В результате, для нового приближен- 

ного значения Х› корня уравнения (1) получим 

xX, = x, _ oti) 

Q(X) 

(в формуле (8) заменяем X, Ha X,, bua X,). Значение Х› оказыва- 
ется лежащим между & и X,. Затем рассматриваем промежуток 
[4,Х›] и находим новое приближенное значение х; корня урав- 
нения (1) ит. д. 

В результате получим последовательность 

b> X, >х, > Xz >... > X, >... OE (9) 
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все более и более точных приближенных значений корня & , причем 

Xn; Через X, выражается формулой 

= - _ —(X,) 
=х -—— , 10 

"и (Rn) (о 

Отметим, что формула (10) справедлива во всех четырех случаях, 
изображенных на рис. 4.61. Для оценки погрешностей полученных 
приближений можно опять воспользоваться формулой (6). 

Можно, однако, получить и иную формулу, позволяющую су- 
дить о погрешности, допущенной на каком-нибудь шаге нашего 
процесса приближений по погрешности, допущенной на предше- 
ствующем шаге. В самом деле, имеем по формуле Тейлора 

0 = 98) = 0) +9.) -5,)+59©6- 
где & <с<х,, или 

ф(х,) 2$'(%,) 

- 9%) _- 1 9) 
ор” eGo 

Но из (10) x, - Xn) = X,4) - Следовательно, будем иметь 
@ (Xn) 

- Е 
n+l & = 20) * X,)°. 

Обозначим через М наибольшее значение |$”(х)|, а через т — 

наименьшее значение |ф’(х)] в промежутке [a,b]. Будем иметь тогда 

[а а М (я, -t)’, (11) 

Таким образом, погрешность | - | оказывается меньше ве- 

личины, пропорциональной квадрату разности (xX, —&), что обес- 

печивает быстрое сближение приближенных значений корня 

с истинным значением. 
Покажем, что последовательность приближений 

Xj 5 №, ...э Хи» oe (12) 

для корня & уравнения (1), получаемых методом касательных, 
в наших условиях всегда сходится к €. 
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В самом деле, для обсуждаемого случая а) (ф’(х) > 0, ф’(х) > 0) 
имеем: последовательность (12) монотонно убывает и ограничена 
снизу (см. (9)). Следовательно, последовательность (12) имеет ко- 
нечный предел Й (ясно, что 712). В равенстве (10) перейдем 
к пределу при n — o. Принимая во внимание непрерывность Ф(х) 
и <(х), получим 

откуда ф(П) =0. Так как (Xx) строго возрастает на промежутке 
[a,b], то она имеет на этом промежутке единственный корень, и 

этим корнем по условию является &. Значит, Я =Ё&, т.е. lim x, =6&. 
N—oo 

Замечание 3. В случае г) (g(x) <0, (x) <0), как и вслучае a), 

получается монотонно убывающая последовательность прибли- 
женных значений X,, Xp, ..., Хи, ... , стремящаяся к & справа. В слу- 
чаях же 6) (Ф’(х) > 0, (x) <0) ив) (g(x) <0, (x) > 0) получа- 
ются монотонно возрастающие последовательности приближенных 
значений а<х <Х, < ...<Х,<...<ё, стремящиеся к корню & 
слева. 

Ш. Комбинированный метод. 
Этот метод состоит в одновременном использовании методов 

Ти II. Для определенности рассмотрим снова случай a) (g(x) > 0, 
ф”(х) > 0). Значения x, и X, вычисляем по прежним формулам, 
т. е. принимаем 

(6 -а)ф(а) - Ф(5) x, =а- X= b- te, (13) 
(6) -‹(а)”" (5) 

причем, как установлено выше, 

x, <E< X;. 

Ha следующем шаге вместо промежутка [a,b] рассматриваем 
промежуток [x,,X,] (см. рис. 4.64). Это дает 

1—2). 5, = i, _ 9%) | (14) 

ф(\) - Ф(х) ф (x) 

причем х› <& < X,. Затем рассматриваем промежуток [х›,х,] ит. д. 
В результате получаем 

Х =X - 

(Х„-х„)Ф(хи). - - 
Хиы = Xn — = = - n+l = Жи — 

—(X,) ~ p(X,) 

(Xn) 15 
$). (> 

a 
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Рис. 4.64 

Здесь мы приближаемся к корню & уравнения (1) сразу 
с обеих сторон, а не с одной стороны, как в методах Ги IT. Поэтому 

разность X, —X, Позволяет непосредственно судить о качестве 
полученных приближений, и никакие формулы для оценки по- 

грешности здесь не нужны. 
Пример. Вычислить с точностью до 0.0005 положительные корни 

5 I 
уравнения x “Xs =0. 

» Схема графика функции (x) = хх - для х > 0 изобра- 

жена на рис. 4.65. Из этого рисунка видно, что уравнение ф(х) = 0 

имеет единственный положительный корень & , причем 1 <&<1.1. 

Так как (x) =5x4-1, 9'(х) =20х3, то на промежутке [11.1 

ф’(х) > 0 u g(x) > 0, т.е. знаки производных не меняются на этом 

промежутке. 

Рис. 4.65 
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Применяем комбинированный метод Ш. Имеем 

ф<(а) = (1) = -0.2; ф(6) = o(1.1) = 0.31051; 

o(b) = o(1.1) = 6.3205. 

Формулы (13) дают: 

0.1.0.2 - 0.31051 

+ 0.51051 | O88 #11 - 6.3205 
При этом xX, — x, = 0.012, т.е. точность недостаточна. 

Делаем второй шаг: 

ф(1.039) = -0.0282; ‹(1.051) = 0.0313; 91.051) = 5.1005. 

Формулы (14) дают: 

вок ~ 1.044695 Zp = 1.051 - SE = 1.04487. 
При этом Хх, — x, = 0.00018, T. е. точность достаточна. Таким об- 

разом, 1.04469 < & < 1.04487. Любое из двух чисел 1.04469 и 1.04487 
можно взять за приближенное значение корня & уравнения 
(x) =0. При этом ошибка не превзойдет числа 0.00018 (< 0.0005). 

= 1.051. x, =! 

Х> = 1.039 +
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